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Summary

Logic is the science of reasoning, an integral part of all branches of knowledge that
allows to model a great deal of complex systems and address difficult problems in
both science and industry. Since the revolutionary work of L. A. Zadeh in the sixties,
a new kind of logic, called fuzzy logic, has emerged. Although in the field of computer
engineering the use of fuzzy logic is relatively new, it became a very promising area
with agile solutions and bridging the distance between the world of crisp boundaries
of the machine and the vague and imprecise reasoning of humans. With respect
to fuzzy logic programming languages, there is no standard, but a constellation
of languages that can be grouped in those focused on similarity relations —which
exploit the fuzzy similarity between different elements— and those with weighted
rules —which modulate the truth of rules through fuzzy degrees.

Our goal in this Thesis is to widen the semantics of fuzzy logic programming to
increment the class of problems it can cope with. To do so, we focus on MALP,
a very flexible framework of fuzzy logic programming in the second group above
mentioned. It is characterised by the use of a large quantity of fuzzy connectives
to link statements, the use of adjoint pairs to model modus ponens and its ability
to cope with truth degrees defined beyond the usual [0, 1] interval, more exactly,
truth degrees belonging to any multi-adjoint lattice. We provide interesting results
for this language, like the proof of the multi-adjointness of the cartesian product of
multi-adjoint lattices or the use of special lattices to carry information about the
execution of goals. Furthermore, as one of the main aims of this thesis, we have
radically enhanced the expressiveness of MALP, first by dropping the necessity of
the adjoint property —obtaining language X-MALP—, and finally by implementing
the capabilities of BOUSI~PROLOG (a similarity-based language developed in our
group). The result, FASILL, integrates the two main families of fuzzy logic pro-

gramming languages mentioned above.
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In order to test our results in MALP —and, afterwards, in FASILL-, since 2005
the tool FLOPER has been under development in our group. Its last capabilities,
that I have implemented, include the possibility of loading different lattices, the im-
plementation of the interpretative phase, and a significant expansion of the language
it is based on. Indeed, while FLOPER was designed to operate MALP programs,
now it is able to cope with X-MALP and FASILL programs performing similarity
unification. Finally, an online version of FLOPER has been provided in the link
http://dectau.uclm.es/floper/7q=sim/test, where the user can test the tool
with no need to install any software.

During the development of this thesis we had the opportunity to apply the tools
we were refining to some real-life problems in both fundamental and applied research.
The first one was related to fuzzyXPath, a fuzzy version of the well known language
XPath. The goal consisted on analysing large execution trees —directly provided as
XML documents by FLOPER- to explore derivation trees and obtain information
such as infinite branches, solutions of the goals, unreachable code, etc. We have also
addressed the field of SMT (Satisfiability Modulo Theory) by defining a method to
use MALP and FLOPER to emulate an SMT tool. At last, but not least, we have
provided a fuzzy solution to a cloud admission control problem. In particular, our
system allowed to perform overbooking of tasks in a safe way by pondering the risks
of any decision. As a result, it highly increases resource utilization with very little
overpass of capacity.

To conclude, the work developed under this thesis has been shared with the
research community through more than twenty publications —twelve of which are

indexed in DBLP—, including international journals and conferences.
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Capitulo 1

Introduction

The modern researching tendencies in logic programming (PL) are focused on the
enrichment of the expressiveness and flexibility of this paradigm by assimilating
concepts from fuzzy logic. In the last decade, the DEC-Tau research group of the
University of Castilla-La Mancha, to which I belong, has produced multiple works on
this line, shaping the framework of the multi-adjoint logic programming (MALP),
that extends the classical notion of clause by adding fuzzy weights, using fuzzy
connectives and characterizing the notion of truth inside a lattice in richer domains
than the interval [0, 1].

Fuzzy logic applies to the field of imprecise or vague statements we use to describe
complex systems with no clear boundaries. It was first formulated by Lofti Zadeh
[Zad65b, Zad65a] and widened by Goguen [Gog69] and Pavelka [Pav79], in order to
incorporate to formal logic the imprecise predicates of the common language, and
build an approximated type of reasoning. The perception of reality is full of concepts
that do not admit a strict categorisation [TT89|, as tall, big, many, slowly, young,
healthy, relevant, much greater than, kind, among others. In the framework of fuzzy
logic, such concepts determine fuzzy sets, i.e., identify classes of objects for which
the transition of membership to non-membership is gradual and not crisp. In its
simplest formulation, it constitutes an extension of classical bivalent logic to a logic
with infinite truth values in the closed interval [0, 1] with the usual ordering relation.
It is, therefore, an extension of the polyvalent logic systems that shares with classical
logic the search for soundness and completeness of the systems it studies [Haj06],

although with different objectives.
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Logic programming (LP), on the other hand, was originated in the research on
Automatic Theorem Proving. Since the works of [Her30, Rob65, Kow74, War83], lo-
gic programming reaches maturity at the beginnings of the eighties. In essence, logic
programming (for which [L1o87, Apt90, Apt97, JA07| are fundamental references)
is based on a subset of predicate logic, concretely in Horn clauses, that are used as
a basis for a programming language together with an operational semantics, SLD-
resolution, for which there is an efficient implementation. The declarative semantics
of LP can be defined in many ways. An illustrative example is model theory, whose
domain is a purely syntactic universe: the Herbrand universe.

Fuzzy logic programming (FLP) arose as an extension of LP in the same sense
that fuzzy logic extends classical logic. FLP is defined formally as a part of fuzzy
logic focused on the study of fuzzy theories or fuzzy programs, that are a set of fuzzy
logic expressions in a first order language directly executable on a computer. There
are still neither standards nor a unified framework, but different approaches that
take divergent paths. Part of the work of this thesis focuses on the unification of
different paths of precursor researches with respect to the fuzzification of the logic
paradigm, as detailed in Chapter 6. Many of the different approaches of fuzzy logic
programming replace the classical inference mechanism, SLD-resolution, by a fuzzy
variant that allows dealing with uncertainty and evaluating truth degrees. Taking
this into account, and following the classification provided in [Rubll], it is possible

to establish two main tendencies:

= The first one includes truth degrees with facts, rules and goals and, therefore,
it modifies the resolution mechanism to perform operations over those degrees,

but unification remains intact;

= The second one modifies the unification algorithm and preserves the resolution

mechanism by handling truth values separately.

We conclude this introduction detailing the importance of the theory of lattices and,
more specifically, the description of lattices that can be associated to programs, as
well as the retrieval of basic results. Lattices are (in our scope) ordered sets where the
formulas of programs are interpreted in some contexts of fuzzy logic programming. In
particular, we are interested in the lattices used in multi-adjoint logic programming,
developed in [MOV04, MOV01d, MOVO0l1c|, since this is the language we focused on
in our research.

In essence, the notion of multi-adjoint lattice consists of an ordered lattice L
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equipped with a set of connectives, like implications, conjunctions, disjunctions and
aggregators, with the particularity that each implication symbol has an adjoint con-
junction used to model the inference rule of modus ponens in a fuzzy environment.
For instance, we expose now some of the adjoint pairs (conjunctions and implica-
tions) in the lattice ([0,1], <) (that we denote by V). The labels P, G and L stand,
respectively, for Product logic (1), Gédel logic (2) and Fukasiewicz logic (3). Each
logic is suited to model pessimistic, optimistic and realistic scenarios, respectively.

Furthermore, in the MALP environment, each program is associated to its own
multi-adjoint lattice, and each program rule is “weighted” by an element of L. Also,
the components in the bodies are linked by connectives in the lattice. Those rules
are similar to PROLOG clauses [L1087].

Until the beginning of this thesis very few lattices (basically, the classical [0, 1]
interval) were used to model truth degrees in MALP programs, ignoring a great
deal of benefits that the research on lattices could bring to the expressiveness of
programs and answers. This led us to dedicate part of the work of this thesis to the
search of flexible and expressive lattices to be used in MALP programs.

In order to produce MALP programs and help their debugging, the FLOPER
tool has been developed in our group (with a mayor participation of the author
of this thesis). FLOPER has been revealed to the research community in more
than twenty publications (ten of which are indexed in DBLP) and presentations in
important national /international congresses of the areas of declarative programming,
formal methods, artificial intelligence, rule-based systems, fuzzy logic, etc., as IJCM,
FOCI, IWANN, WILF, RuleML, FM, ICCMSE, IPMU, PROLE, CLAI and ICAI
that publishes in (among others) prestigious journals as TaylordéFrancis, Springer,
IEEE o CSREA-Press.

1.1. Goals and motivations

The main goal of this thesis is to expand the semantics of fuzzy logic programming
in order to cope with a wider class of problems. In particular, we focus largely on
the multi-adjoint language (MALP) approach, since it is a very flexible and sound
framework in whose development our research group has had an important role.
Concretely, the contributions of our group to this language include the definition of
its declarative semantics via model theory and the proof of the equivalence with the

fix-point semantics, the incorporation of an interpretative phase to its operational
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semantics, the refinement of a computational cost measure, the definition of a great
deal of multi-adjoint lattices for multiple purposes (from reporting the computational
steps to carry information of a number of other lattices in the form of a cartesian
product of lattices) and the development of a practical environment, FLOPER, for
testing MALP programs.

The enhancement on the expressiveness of fuzzy logic programming can be ad-
dressed in two ways. The first one consists on providing lattices to represent richer
versions of the notion of truth degree. These lattices can be tested easily in our
FLOPER tool, but should not be restricted to a multi-adjoint framework. On the
other hand, the language itself can be enriched by abandoning the adjoint constrain.
One of the goals of this thesis is to provide a fuzzy logic programming language more
expressive and powerful than MALP, that is, a language whose class of programs
exceed that of MALP. More ambitiously, we plan to detail a language wide enough
to integrate the main families of fuzzy logic programming, i.e. , the languages based
on weighted rules (like MALP itself) and the languages based on similarity rela-
tions (like BOUSI~PROLOG, entirely developed in our group). This language should
be ultimately testable in the FLOPER environment.

Although the theoretical research is very important, in the last term, the final
goal of researching is to solve real-life problems. Thus, a relevant objective of this
thesis is to provide solutions to problems in a purely fuzzy logic programming way,
in other words, to bring the notion of truth degrees —possibly out of the simpler
[0,1] range— and approximate reasoning to approach industry —or other research—
problems.

With respect to FLOPER, it is a very important tool for this thesis since it allows
testing all our developments, whether it is a purely theoretical or a practical solution
to an industry problem. For this reason, we aim to maintain this tool updated and,
even more, to allow the system to manage and execute programs in the new fuzzy
logic languages to be detailed in this thesis.

Our goals, then, can be summarized as follows:
1. Enhance the expressiveness of MALP by using refined lattices.
2. Provide a language more expressive than MALP.

3. Keep the FLOPER tool updated for managing and executing fuzzy logic pro-
grams and for testing M ALP-based solutions.

4. Provide solutions based on fuzzy logic programming to real life problems.
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5. Integrate the main families of fuzzy logic programming into one language that

copes with weighted rules and equality by similarity.

1.2. Contributions

The contributions of this thesis are summarized as follows:

= A proof of the multi-adjointness of rich lattices, like the String lattice (the set
of all words for certain alphabet with operation “append” as a conjunction) and
the cartesian product of lattices (lattices whose elements are tuples containing
elements of other lattices) have been provided [MMPV12c, MMPV12b|. This
is an important contribution for the MALP framework since it enriches the
class of programs to be modelled in it, as well as allows to report different

information about the execution of a goal.

= The richer notion of equality for fuzzy logic, called similarity-based strict equa-
lity, has been researched ([MPV12b]). We have also created a method to
build MALP rules modeling this equality notion from similarity equations
(IMPV14b, JMV15]). This work that can be tested freely through the url
http://dectau.uclm.es/sse/

= We have provided a preliminary description of fuzzy logic via category theory
(see [EGHT13a, EGH'13b], for which the early experience of [GMV10] was
helpful). In particular, we have addressed the definition of fuzzy data and fuzzy
sort, and made an online tool to test this experimental definitions that can be
accessed in the url http://dectau.uclm.es/FLUS/.

= With respect to the formal description of the MALP language, we have rede-
fined various of its concepts by means of fuzzy sets [MPV14c|, thus obtaining
a language more deeply routed in the fuzzy notion. Aside from the core de-
finition of the language, we have provided the notion of logical consequence
for MALP, and we have related it with the concept of fuzzy correct answer
[MPV12a].

= By means of the FuzzyXPATH tool —ultimately developed using MALP and
FLOPER—, interesting results can be obtained about MALP derivations.
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This can be used further to automatically detect phenomena such as infi-
nite branches, unused program rules and unreachable code, among others
[ALMV14, ALMV13].

MALP has been successfully used in the area of SMT for automatically pro-
ving fuzzy propositional formulae [BMVV15 BMVV13|. We have even linked
this development with the previous one in [ABLT15], with the aim of automa-
tically searching information about the satisfiability of an SMT formula using
FuzzyXPATH.

We have provided a useful solution for resource overbooking in cloud infras-
tructures that notably enhances resource utilization [VITMT13|. Furthermore,
once a work is accepted into a cloud infrastructure, we have designed a fuzzy
algorithm to find the most suitable core to allocate it [VMTT15].

With respect to the FLOPER tool (for which we provide a full description
in [MV14]), we describe the implementation of mutli-adjoint lattices into it
[MMPV10a, MMPV10c|, as well as the implementation of its interpretative
phase [MMPV10b]. It is now able to manage the new X-MALP and FASILL
languages the same way it did with MALP [IMPV15, JMPV14]. This tool is
also able to perform declarative traces of answers [MMPV1lc, MMPV11a].

Also, an online instance of the environment has been provided under the na-
me “FLOPER online” through the link http://dectau.uclm.es/floper/?q=

sim/test.

In the research field, we have provided the X-MALP [MPV14a] language (a
step further beyond our work on [MPV13], where we found a MALP subclass
of programs independent of the andoint property), that inherits MALP syntax
but whose operational and declarative semantics allows it not to be restricted
by the adjoint property, that is, to cope with a class of lattices —concretely,
complete lattices— much wider than multi-adjoint lattices. Furthermore, incor-
porating similarity-based equality into X-MALP we obtained the language
FASILL [IMPV15, JMPV14], that can be viewed as the integration of the two

main families of fuzzy logic programming languages.
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1.3. Organization of the memory

This memory is organized as follows. In the first place, after this introductory chapter
where we have provided the goals, motivations and contributions of this work, we
detail in Chapter 2 the state of the art corresponding to the various researches on
fuzzy logic programming. We focus on the idea that fuzzy logic programming emerges
from logic programming as fuzzy logic emerges from classical logic. We finish the
state of the art detailing the notion of multi-adjoint lattice in Section 2.4, that is
essential in the thesis, since a great deal of it has been developed under the MALP
language, which makes use of this kind of lattices.

With respect to the MALP language, just mentioned, we dedicate Chapter 3
to describe its numerous concepts. We describe its basic notions and syntax, its
operational and declarative semantics, and other concepts related with the kind of
answers to get from a program and contemplating more expressive lattices to model
truth degrees. MALP has have a major role in this thesis since the majority of
the research performed here are based on this language. Furthermore, the ulterior
research on richer languages takes MALP as a starting point.

In order to test our programs and results in our theoretical works, we have made
use of the FLOPER tool, that has been under development in our group since
2005. This tool itself has been deeply reconstructed in this thesis to better help
our researches. Since it is the MALP programming environment par excellence and
its implementation issues are also worth noting, we dedicate Chapter 4 to describe
FLOPER.

One of our goals is to apply fuzzy logic programming to provide a different point
of view to solve real-life problems (both in the theoretical and practical areas). In
Chapter 5 we detail the four most relevant applications of the MALP language.

These applications include:
= Debugging of execution trees using FuzzyXPATH.
= Using MALP as an SMT prover.
= A cloud overbooking tool using MALP.
= A cloud allocation tool using MALP.

We address the goal of paradigm integration in Chapter 6, where we describe, step
by step, the developing process of the FASILL language from MALP and another
language of our group, BOUSI~PROLOG.
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We end this memory with Chapter 7, where we summarize the work performed
and provide an insight of future research lines.

With respect of the language used throughout this memory, we use English for
chapters 1 and 7, as it is mandatory in the international thesis program. Spanish
has been used in chapters 3, 4, 5 and 6. To balance the use of languages we have

also used English in Chapter 2.
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State of the art

This chapter describes the basis on which the work in this thesis is based. Firstly
we describe the field of fuzzy logic, that was originated by the works [Zad65b,
Zad6b5a, Gog69, Pav79] and we use as an extension of the polyvalent logic systems
[Pav79, HI8, NPM99|. In this logic theory it is possible to define a wide variety
of operators, like t-norms, t-conorms and aggregators [DP84, DP85, DP86, FY94,
FR92, Yag93a, Yag93b, Yag94b, Yag94a, CBM99, CKKMO02|, and there are many
definitions for implications [TCC00, CF95]. After its description, a historical back-
ground is provided [Zad96].

Then, we detail the main notions of logic programming [Her30, Rob65, Kow74,
War83, L1087, Apt90, Apt97, JAO7], before addressing the area of fuzzy logic pro-
gramming [Hin86, MBP87, LL90, IK85]. We review the more prominent languages
in this field; in particular, those based on weighted rules (Prolog-Elf [IK85], FPro-
log [MBP87], Fuzzy Prolog [MSD89], {-Prolog [LL90], RFuzzy and the multi-adjoint
logic programming language MALP [MOV01d, MOV01lc, MOVO01b, MOV01a]), and
the other based on similarities (LIKELOG[FGS00], SiLog[LSS01] based on [Ses02],
and Bousi~ProLoc [JRG08, JRG09a, JR09b, JR10al]).

We end this chapter by providing the definition of multi-adjoint lattices [MOV01d,
MOVO01c|. Multi-adjoint lattices are a very general kind of structure that generali-
zes others like the residuated lattices [Dil39, Ger04, NPM99], that can be used to
produce declarative traces of the computations [MMPV12¢, MMPV12b, MMPV11a,
MMPV1le, MMPV10c].
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2.1. Fuzzy logic

Fuzzy logic applies to the field of imprecise or vague statements we use to describe
complex systems with unclear boundaries. In this sense, if classical logic was defined
as the science that studies the laws, ways and types of reasoning, fuzzy logic could
be defined in the same way as the science that studies the laws, ways and types of
approximated reasoning.

Fuzzy logic was first formulated by Lofti Zadeh [Zad65b, Zad65a] and widen by
Goguen [Gog69] and Pavelka [Pav79], in order to incorporate to formal logic the
imprecise predicates of the common language, and build an approximated type of
reasoning.

For [Zad96], creator of this discipline and the one who introduced the term
“fuzzy”, there are two meanings for the concept of fuzzy logic. In a broad sense,
as generally understood, fuzzy logic refers to the use of fuzzy sets for manipulating
imprecise knowledge. Therefore, it defines a theory of classes with non-sharp boun-
daries. This approximation differs clearly from ordinary logic in the use of fuzzy
relations, the generalisation of traditional logic connectives such as ‘=", ‘A’ y ‘V’ by
their fuzzy counterparts, the fuzzy negations, t-norms and t-conorms, as well as ot-
her concepts like truth values, the presence of linguistic modifiers, etc. In this wider
conception of the fuzzy logic, truth values can be fuzzy themselves, independently
of the vagueness of the predicates. In practice, this means that the evaluation of a
relation does not give a value (e.g., a number between 0 and 1), but the characteristic
function that defines the relation itself.

In the other hand, strictly speaking, fuzzy logic refers to a logic system that
formalizes approximated reasoning. In its simplest formulation, it constitutes an
extension of classical bivalent logic to a logic with infinite truth values in the closed
interval [0, 1] with the usual ordering relation. It is, therefore, an extension of the
polyvalent logic systems that shares with classical logic the search for soundness and
completeness of the systems it studies [Hajo6], although with different aims. This
orientation of logic is relatively recent. It dates back to the works of [Pav79], who,
together with [H98, NPM99|, constitutes the fundamental references in this second
definition.

Traditionally, imprecise reasoning has not been appropriately addressed. Accor-
ding to [TAT95], since the beginnings of classical logic there have been only insuf-
ficient solutions: some has tried to gain precision against the imprecise (Frege or

Russel), and others tried to isolate the imprecise to carefully avoid it (Plato, Hume
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or some contemporary strategies). This limitation in the traditional tools motivates
the investigation on fuzzy sets and, in parallel, fuzzy logic. Classical logic, classical
set theory and probability are not well suited to address the vagueness, imprecision,

uncertainty, lack of specificity, inconsistency and complexity of the real world.

In the crisp (bivalent) ambit of classical mathematics there is no room for va-
gueness and partial truth. In this framework, all statement has to admit a precise
definition that divides the objects of the considered universe into to subsets: one for
those that satisfy it, and the other for those that do not satisfy it; and there is no
possibility of dubious cases.

In frontal opposition to this world of clear borders, the perception of reality is full
of concepts that do not admit a strict categorisation [TT89|, as tall, big, many, slowly,
young, healthy, relevant, much greater than, kind, among others. In the framework
of fuzzy logic such concepts determine fuzzy sets, i.e., identify classes of objects for

which the transition of membership to non-membership is gradual and not crisp.

Furthermore, the effort to acquire knowledge relating the real world is giving
way to the effort to know aspects of the knowledge itself. Currently the delimitation
of the scope and soundness of the information is as relevant (if not more) as its
mere acquisition: it is necessary to know to which extent do we know something, i.e.,
assign a truth degree to it. Uncertainty is inextricably bounded to information. Even
though there are different types of uncertainty, the one produced by the imprecision
and subjectivity of human thinking is the most relevant [Zad08]. In many occasions
it is convenient to sacrifice part of the precise information available to have a more
vague but useful information in order to cope efficiently with the complexity of real
world. Many of the usual concepts share an imprecise nature, i.e., they are not clearly
delimited but they are significant. Fuzzy logic and fuzzy set theory offer a natural
method to deal with vagueness and imprecision.

In [Zad65b] the author introduces for the first time a theory of fuzzy sets, that
are sets with non precise borders and whose membership function gives a degree.
One of the main goals of this theory is to provide a basis for approximate reasoning
that uses vague hypotheses as a tool for formulating knowledge. Although its nature
is different from other logics, in opinion of [TAT95], this logic of infinite truth values
can be seen as an extension of the bivalent logic, of the trivalent logic defined by
Lukasiewicz in 1922 and, in general, of the multivalued logic [Ack67, Cha58].

In other words, fuzzy logic can be seen as a reasoning model that takes into

account qualitative or approximated aspects and that has a great ability to manage
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very complex or poorly defined problems. Its natural basis is conformed by the
above mentioned fuzzy sets, that are the mathematical columns that sustain fuzzy
predicates and allow to perform the logic calculations needed to perform inferences.

This logic is one of the most interesting and recent theories to model an abundant
number of systems for which classical logic, multivalent logics and the probability
framework are insufficient or inappropriate. For this problems, fuzzy logic offers
symbols and operators that operates with the notion of vagueness, and inference
rules that preserve, delimit and transmit the truth values from the hypothesis to the
thesis. Next, we define some of the basic notions of fuzzy logic as collected in the
thesis of Jaime Penabad [Penl0].

2.1.1. Fuzzy sets, aggregators and fuzzy implications

[Zad65b] introduces a notion of fuzzy set through which the concepts of fuzzy in-
terpretation, fuzzy logic operations and linguistic modifiers, among others ([PG98])

are formalized. Consider ordinary sets like
A={x€Z:zisprime}, A={r e N:ziseven}, A= {x:xis mortal}

for which the membership relation is discrete, i.e., an element (of the corresponding

universe) belongs or does not belong to the set:
Veeld, €AV a¢gA ACU,

In the case of fuzzy sets, the membership is associated to a degree; is the case of sets
like:
A={z€Z:xis big}

A={z:zisawarm day}
A ={z: z is a developed country}

in which the nature of the property (predicate) that characterizes them is not clear
(as it is in ordinary sets), but fuzzy. Therefore, we cannot say that the elements of
the universe satisfy or not a certain predicate, but they satisfy it at some degree.
These sets are formalised providing this new notion of membership, as we do next.

A fuzzy set A, in a universe U, is expressed as:

A=A{z|pa(x) : pa(z) # 0,2 € U},
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where the application
wa U —[0,1]

is the membership degree function.

In other words, a fuzzy set is determined by a function p4. For each x € U,
pa(z) € [0,1] is a real number that indicates the compatibility of  with the cha-
racteristic (predicate) that defines the set A.

It is also possible to consider that the ordinary membership is determined by the

characteristic function

1, ifzeA

xa:U—{0,1}, XA(x){O ifxg A

that is,
reAs xalr) =1, z¢Asxalx)=0, Veel

The fuzzy membership, given by p4, is a generalisation of the classical one, since
XA is a particular case of 4.

From this easy but relevant observation follows that the notion of fuzzy set
extends the one of classical set. That is, an ordinary set is a fuzzy set. Particularly,
the universe U (that we take as ordinary in the definition of A) and the empty set
@ are fuzzy. Indeed,

g = Xo such that pg(x) = xg(z) =0, Ve e U

ty = Xu such that py(z) = xu(z) =1, Ve e U

Once characterized a fuzzy set by its membership degree function, p4, all its pro-
perties are referred to this, so the content, complementary, operations, etc., are
expressed in terms of the corresponding membership functions.

From a semantic point of view, the essential definition of fuzzy logic is the one of
interpretation, which associates to each (atomic) formula an element usually taken!
in the real interval [0, 1]. We detail now how an interpretation gives a truth degree
to a fuzzy proposition through the concept of fuzzy set.

Given a predicate A(z) in a universe U and an element zy € U, the formula

A(zo) is interpreted as true with truth degree pa(zg). In that case we write:

Z(A(wo)) = pal(zo)

ITn a more general way it can be taken from a certain ordered set [Zad08|, as we consider later

in this chapter.
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Then we say that the proposition A(zg) holds with degree p14 (o), that is the mem-
bership degree of x( to the fuzzy set A. And that set is, necessary, the set associated
to predicate A(x):

A={zclU:Alx)},

We can assume that the previous definition is the formalisation (interpretation)
of predicate A(x) through the fuzzy set A. Indeed, it is legitimate to define it in
these terms: “xq satisfies predicate A(x) with degree pa (o), that is, the membership
degree of g to the fuzzy set A ={zx el : A(x)}.

Later in this chapter, by means of linguistic modifiers, we provide a meaning
to consider fuzzy propositions as false, very true, very false, more or less true, etc.
This way we also incorporate the fuzzy nature to the concept of interpretation:
particularly, it is possible to associate a different interpretation to each predicate
modifier (like no, too, a little, approzimately, etc.) to be formalized. This possibility
provides another differentiating element of fuzzy logic.

Before proceeding, it is mandatory to distinguish the vagueness of a statement
(that affects to the statement itself) and uncertainty (that affects its compliance). In
other words, this is not a possibilistic logic that considers the nonrandom uncertainty
of non fuzzy propositions.

We detail now the syntax of this paradigm beyond fuzzy sets. The syntax of fuzzy
logic has not too many novelties with respect to the interpretation of connectives.
Once an elemental expression has been interpreted, the compounded expressions
takes their values using ad hoc formulae [Lee72]. Thus, for instance, the conjunction

is usually defined by the formula
Z(A(zo) A B(zg)) = min{Z(A(z0)),Z(B(y0))},

where A(z), B(y) are some predicates in universes U, V, respectively, and zy €
U,yp € V.
If we take predicates A(z), B(x) over the same universe i and they define, res-

pectively, fuzzy sets A, B C U, it also follows

Z(A(zo) A B(x0)) = pranp (o),

where panp(zo) is the membership degree of g to the intersection set A N B.
That is, it is allowed to define the fuzzy conjunction by means of the corresponding
intersection of sets.
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Generally speaking, the truth function of the fuzzy conjunction can be defined
also by the wide range of functions known as triangular norms, introduced by [SS83]
to model distances in probabilistic metric spaces (defined by K. Menger in 1942)
and the semigroups of distribution functions.

We define now these functions in the interval [0, 1].

Definition 2.1.1 ([NWO06]). An operation T :[0,1] x [0,1] — [0, 1] is a triangular

norm or t-norm if, and only if, it verifies
i) is commutative, i.e., T(z,y) =T (y,x),Vz,y € [0,1].
i1) is associative, i.e., T(x,T(y,2)) =T(T(z,y), z),Vz,y,z € [0, 1].
1) T(z,1) = z,Vz € [0,1].

iv) is monotonic in each component, i.e.?, if x1 < xa, then T(x1,y) < T(x2,v),
VL]'5173327y € [Oﬂ 1]

Analogously, disjunction is usually characterized by the expression
Z(A(zo) V B(xo)) = maz{Z(A(zo)), Z(B(yo))},

and if we consider predicates A(z), B(x) on the same universe U defining, respecti-

vely, the fuzzy sets A, B C U, we also have
Z(A(wo) V B(xo)) = paus(zo),

where paup(2o) is the membership degree of g to the union set AUB. Consequently,
this logic operation is associated to the union of sets. More precisely, it is possible
to formalize fuzzy disjunction (of propositions and also of predicates) by the union
of fuzzy sets.

Furthermore, as in the conjunction, the (truth function of the) fuzzy disjunction
can be defined by the wide range of functions called t-conorms, characterized in the

following way in the interval [0, 1].

Definition 2.1.2 ([NWO06]). An operation S : [0,1] x [0,1] — [0, 1] is a triangular

conorm, or t-conorm, if, and only if, it verifies

1) is commutative, i.e., S(z,y) = S(y,xz),Vz,y € [0,1].

2From the given characterization (only for the first component) follows also the monotonicity in

the second one using conditions %) and iv).
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i1) is associative, i.e., S(x,S(y, z)) = S(S(z,y), 2),Vx,y,z € [0, 1].
i) S(z,0) =z, Vo € [0,1].

iv) is monotonic in each component, i.e., if x1 < 2, then S(z1,y) < S(x2,y),
Vi, 20,y € [O, 1].

If T is a t-norm in [0, 1], then S(z,y) =1 —T(1 — 2,1 — y) defines a t-conorm and S
is said to derive from T'. More generally, given a t-norm 7" and a strong negation? N,
then function Sy : [0,1] x [0,1] — [0, 1], defined as Sy (z,y) = N(T'(N(z), N(y))),
is a t-conorm called N-dual of T'.

By the elemental properties of negation we have T'(z,y) = N(Sny(N(z), N(y))),
that is, T" is the N-dual t-norm of Sy . Given a t-conorm S and a strong negation N,
the function T : [0,1] x [0,1] — [0, 1], defined as T (x,y) = N(S(N(z), N(y))),
is a t-norm called N-dual t-norm of S.

Again, since N is a negation, S(z,y) = N(Tn(N(x),N(y))), that is, S is the
N-dual t-conorm of Ty.

Concluding, we say that T and S are N-dual if Vz,y € [0,1] it holds:

T(z,y) = N(S(N(z),N(y)))  S(z,y) = N(T(N(z),N(y)))

Particularly, taking the usual negation N(x) =1 —x, T and S are dual if Vz € [0, 1]
it holds:

T(x,y)=1-S1—z,1-—y) S(x,y)=1-T(1—2z,1—-1y)
We present below basic pairs of basic t-norms and t-conorms (dual) ([CFF97]):
= Zadeh’s (or the Minimum/Maximum) defined by
T(x,y) = min{z,y} S(z,y) = max{z,y}
= Fukasiewicz’s defined by

T(x,y) =max{r+y—1,0}  S(z,y) = min{z+y,1}

3The monotonicity in the second component follows also from ) and v).
4 A strong negation in [0, 1] is a function N : [0,1] — [0, 1] that is continuous, strictly decreasing
and N(0) =1, N(N(z)) = z.
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= Of the Product, defined by
T(z,y)=zy  S(zy)=z+y—ay
= Weak/Strong, defined by

min{z,y}, if max{z,y} =1
T(xvy)={ o3} o9} S(x,y)=z+y—azy

0, otherwise

= Hamacher’s, defined for each v > 0 by

z+y—(2—7zy
1—(1—7)zy

Y+ (1 =)z +y—y)

Tv(z,y) S(’Jl,y) =

= Yager’s, defined for each p > 0 by

Ty(x,y) = 1 - min{L, {/(T— 20 + (L= PP} S,(a,y) = min{L, /27 T g7}

It is common to use t-norms and t-conorms to produce new connectives [Miz89a,
Miz89b, Tur92, FC98, DSMKO07, KMPO04]. T-norms and t-conorms are particular
cases of aggregation operators® (studied by [DP84, DP85, DP86|, [FY94, FR92| and
[Yag93a, Yag93b, Yag94b, Yag94a|) and, also, certain combinations of them originate
new aggregation operators [CBM99, CKKMO02].

It is possible to produce aggregators (see [Lin65, Miz89b, Tur92, MTK99, JM03,
Jen04, Jen06]) by convex combinations of a t-norm T and a t-conorm S, that is,
produce the aggregator Q(z,y) = oT'(z,y)+ (1 —«a)S(z,y), that preserves symmetry
and idempotence.

Aggregators are common in the development of multiple intelligent systems, as
is the case of neuronal networks, fuzzy controllers, expert systems and, specially, in
decision theory. Aggregators allow the efficient and flexible combination of informa-
tion [HHV96], which has become a main task in multiple-criteria decision problems
where it is necessary to process a great deal of information of different quality and
precision.

The most general definition for the aggregation operator, in the interval [0, 1], is
the one given in [KK99], that we reproduce here.

Definition 2.1.3. An aggregation operator @ is an application Q : [0,1]™ — [0, 1]
that fulfils:

5See Definition 2.1.3 for a characterization of the former.
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i) @(0,...,0)=0,Q(1,...,1) =1 (boundary conditions)

1) Y(z1,-.-,2n), (Y1,---,yn) € [0,1]7,
(@1, 20) < (Y1, Yn) = Q(21,...,2,) < Q(y1,...,yn) (monotonicity)

Sometimes other conditions are required together with the ones mentioned above,

such as continuity, symmetry and idempotence. Particularly, @Q is symmetric if, and

only if, for all permutation o of {1,...,n} and all n-uple (z1,...,2,) € [0,1]"
the next holds: @Q(z1,...,2,) = Q(z51),...,%em)); also, @ is idempotent (i.e.,
Q(z,...,z) = ) if and only if for all n-uple (z1,...,2,) € [0,1]", min{zy,...,2,} <
Q(z1,...,z,) < max{zi,...,z,} holds.

Some well known examples of aggregation operators are t-norms and t-conorms
(previously detailed), Quasi-Linear Weighted Means [Acz48, Yag94b] (if they are,
also, symmetric, they give the quasi-arithmetic mean, like the arithmetical average,
the geometric average, and harmonic and quadratic means), OWA operators [Yag8§]
(arithmetic average is also a particular case of these operators), the extended aggre-
gation functions [MC97], and the ~y-operators of [ZZ80], among others.

We end this section addressing a fundamental element in (fuzzy) logic: implica-
tion. Fuzzy implication constitutes the most interesting composed operation of fuzzy
logic (as well as in classical logic), since it allows to perform logical inferences and
deduce theorems from axioms. Its truth function allows different non-equivalent for-
mulations; there are, thus, many different fuzzy implications that not always extend
the usual (classical) implication [TCC00, CF95].

The usual way to interpret fuzzy implication

A(zo) = B(yo)
is given by the formula
Z(A(zo) = B(yo)) = maz{min{Z(A(z0)),Z(B(yo))}, 1 — Z(A(x0))},

where A(z), B(y) are arbitrary predicates in universes U, V respectively and z( €
U,yo € V. If predicates A(x), B(y) define fuzzy sets A CU, B C V, it follows

Z(A(zo) = B(yo)) = max{min{pa(zo), up(yo)},1 — pa(zo)}; x0o €U,yo €V

This truth function for fuzzy implication, provided by Zadeh, generalizes the classical

implication.

SWhere (x1,...,%n) < (Y1,...,yn) if, and only if, x; < y;,i =1,...,n.
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Mamdani and Larsen provide other interesting examples of fuzzy implication,

whose interpretations we present here”
Mamdani : Z(A(xo) = B(yo)) = min{Z(A(z0)),Z(B(y0))}

Larsen: Z(A(zo) = B(yo)) = Z(A(xo)) - Z(B(yo))

We present now the fuzzy implication in the most general way. First, we consider
that, given a Boole algebra (A, A,V,”,0,I), an operation —: A x A — A is an
implication if for each z,y € A, it holds A (z — y) < y. It is well known that
p—=>q=0pPAN¢),p—=>qg=MmEAq VP ANq)V (pA{q) are implications and, by the
properties of the Boole algebra, we have that (pAq)V(p'Aq)V(pAg) = (P'A¢) Vg =
p’V(pAqg)=p Vg and also (pAq) =p' Vg

If, in the fuzzy context, we choose a t-norm T instead of a conjunction A, a
t-conorm S instead of a disjunction V and a strong negation NN instead of a negation
', we obtain the following models of fuzzy implication [TCCO00|:

Ji(z,y) N(T(xz,N(y)))
Jo(z,y) = S(N(z),y)
J3(z,y) = S(N(z),T(z,y))
Jo(z,y) = S(T(N(z),N(y)),y)

With respect to its characterization, a fuzzy implication in the real interval [0, 1] is
defined by the following truth function® [TCC00, TV85].

Definition 2.1.4. An implication function J is an application J : [0,1]" — [0, 1]
that fulfils:

(1) If 21 < mo, then J(z1,y) > J(x2,7)
(2) If y1 < y2, then J(z,y1) < J(z,y2)
(3) J(0,y) =1
(4) J(L,y) =y

(5) ‘](ya J(:L'a Z)) - J(:L'a J(ya z)),V:c,y, z € [Oa 1]

"Both implications are very used in the field of fuzzy control.
8For convenience, we omit from now on all mention to the logic expressions involved in the hy-

potheses and the theses of the implication, and we refer only to the truth function of the implication

connective.
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It is also frequent to require some of the next conditions

(6) J(z,0) = N(z)

(7) J is continuous

(8) J(z,y) = J(N(y), N(z)), for some strong negation N
(9) J(z,2) =1

(10) = < y if, and only if, J(z,y) = 1

There are three main classes of (truth functions of) implications [CFF97, ACT95]:
= S-implications defined by
r—y=5S(N(x),y)
where S is a t-conorm and N is a negation in [0, 1]. These implications come

from the equivalence, in binary logic, of formulae p — ¢ and p’ V q. Some of

these S-implications are given by

e FLukasiewicz, defined by x — y = min{l —z 4+ y, 1}

e Kleene-Dienes, defined by © — y = max{l — x,y}
= R-implications defined by residuation of a continuous t-norm 7', like
rT— Y= sup{z € [07 1] : T(:c,z) < y}

These implications come from Gddel logic and, among them, we have the ones
given by:

1, ifz<y

e Godel, defined by z — y = { .
y, ifax>y

e Fukasiewicz, defined by x — y = min{l —z 4+ y, 1}
Also, the following are admitted as implications:
= T-norm implications, defined through a t-norm 7T as

r—y="T(z,y)

This group includes the Mamdani implication, used in theory of fuzzy control,

and the implication from the product t-norm.
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» QM-implications [TCC00, Yin02|, characterized by Q : [0,1]> — [0, 1] given
by Q(z,y) = S(N(x),T(x,y)) from a t-norm T, a t-conorm S and a strong
negation .

Some @ M-operators (that is the name that we should use in this case since

these do not determine, in general, an implication) are

e Qi(x,y) =S —2,T(z,y)) = max{l — z,y}, where T is the t-norm of
T.ukasiewicz and S its dual t-conorm.

o Qa(r,y) =S(1—x,T(z,y)) = 1 —x+ 2%y, where T is the Product t-norm
and S its dual t-conorm.
1, ify=1
e Qs(x,y) = Y, ifx=1
11—z, otherwise

Note that in classical logic the S-implication p’ V¢ and the Q M-implication p'V (pAq)
are equivalent and define the ordinary logic implication, although they are different
as fuzzy operators.

In order to perform fuzzy inference, it is essential the property of the fuzzy (or
generalized) modus ponens, that was first proposed by L. A. Zadeh and that propa-
gates the truth degrees of the premises to the conclusion by means of a composition
of fuzzy relations. °:

If A(x) then B(y)
and then B’'(y)
A'(x)

where A(z), A’(x) are arbitrary fuzzy predicates (in an arbitrary universe /) as well
as B(y), B’(y) (in a universe V). Such predicates are associated to the corresponding
fuzzy sets A, A’, B, B'.

The truth degree for this expression makes use of the composition rule

If A(x)
and then (Ao R)(y)
R(z,y)

being:
MAOR(y) = mam{mm{u,q(x), MR(:Ea y)}}a reUu
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where R is a binary fuzzy relation over U xU, and o denotes the (unary) composition
of the fuzzy set A —characterized by predicate A(x) in the universe U— and the fuzzy
relation R.

In contrast to ordinary logic, the antecedent A(z) is not required to coincide with
the previous A’(z), and this fuzzy modus ponens can be seen as a particular case of
the composition rule, where the relation R is the fuzzy cartesian product A x B.

A fuzzy modus ponens appears, for instance, in [VP96], in the language f-Prolog
that we describe in Section 2.3, although in its formalisation fuzzy relations are not
involved.

While negation is the only modifier for classical predicates, a fuzzy predicate
A(z) can also be modified by

not A(x), very A(z), a little A(x), more or less A(z), approximately A(x),...

Indeed, it is possible to formalize these so-called predicate modifiers, that correspond
to adverbs and shapes the use of property A(z). For instance, we can define modifier

very in this way (supposing that A(z) is defined in & and zo € U).
T(very A(zo)) = [Z(A(z0))]* or equivalently Z(very A(xo)) = [pa(z0)]?

and for the modifier approximately

T(approx A(zo)) = [Z(A(x0))]"/? or equivalently Z(approz A(zo)) = [ma(zo)]*/?

It is very useful, for approximate reasoning, the logic concept of linguistic variable,
developed by [Zad75]. A linguistic variable is a set of terms of natural (or formal)
language expressions that can be taken as linguistic labels in the considered context.
These labels are fuzzy sets over a domain. As an example of linguistic variable,
consider variable speed with values: low, medium, high, among others, defined over
the domain of kilometers per hour. Other example is the truth, with values: very true,
a little true, false, very false, etc., that is, the values associated to the corresponding
modifiers previously formalized.

Finally, aside from the already observed differences with classical logic, as the
vague character of predicates, the infinite truth values, the presence of linguistic
modifiers and the different interpretations, it is noteworthy the presence of specific
quantifiers (see [DP80]) like: nearly all, some, the majority, quite a little.
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2.1.2. Applications

Fuzzy logic (FL) constitutes a model for reasoning that allows to deal with complex
problems, poorly defined problems or problems for which there are no precise mat-
hematical model. Thanks to this kind of logic it has been possible to model an solve
situations traditionally considered untreatable from the point of view of classical lo-
gic. In the last decades fuzzy logic has been used in a growing variety of instruments,
machines, software and diverse fields of daily life. This proliferation of applications
has diminished the initial distrust to this kind of logic.

In fact, since the basic notions of fuzzy logic where stablished, by the first time,
by the paper of [Zad65b] on fuzzy sets; and in spite of the enthusiasm of some resear-
chers, like the mathematicians R. Bellman and G. Moisil, to adopt the new ideas; the
main tendency was skeptical, even hostile, towards the new theory. Currently, while
some controversy still remains, the value of its contribution to multiple applications
has consolidated this paradigm.

Professor Zadeh’s original intention was to provide a formalism to handle the
imprecision and vagueness of human thinking, expressed linguistically, although af-
terwards much of the merit of fuzzy logic has focused on the field of automatic
control of processes. This is due to the fuzzy “boom” in Japan, that began in 1987
and reach its peak at the beginnings of the nineties. Indeed, aside from the rele-
vant seminary EE.UU.-Japan on fuzzy sets and its applications held in Berkeley in
1974, other important milestone for the development of this logic was the congress
IFSA (International Fuzzy Systems Association) of Tokyo that year (1987). In that
congress, Matsushita announced the first consumer product based on fuzzy logic
(a showerhead). Simultaneously, in other field, the Sendai underground was laun-
ched. It used a controller based on fuzzy logic, and is considered as one of the most
successful applications of this logic [VZ96].

Since then, a large amount of consumer products use fuzzy technology, many of
them using the label “fuzzy” as a symbol of quality and high performance. As early
as in 1974, professor Mamdani experimented successfully with a fuzzy controller
in a steam machine, while the first real implantation of such a controller was in
performed in 1980 by F. L. Smidth & Co. in a cement plant in Denmark. In 1983,
Fuji applied fuzzy logic to the control of chemical injection for a water treatment
plant, for the first time in Japan. In 1987, OOMRON developed the first commercial
fuzzy controllers with the professor Yamakawa. From then on, fuzzy control has

been successfully applied to many branches of technology, as we see with examples
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of specific applications at the end of this section. Its success lies in the conceptual

and developmental simplicity of these control applications.

Worldwide, Japan is, as we have seen, the country where fuzzy logic and its
applications has been best welcome. Professors K. Asai, J. Tanaka and T. Terano
were precursors in 1968 with their works on fuzzy automata and learning systems.
In Europe, the interest for fuzzy logic began in the seventies and the most significant
contributions focuses on theoretical developments. With respect to Spain, professor
E. Trillas began a research on fuzzy logic and its applications and, in opinion of
[Zad96], thanks to his contributions Spain is a leading country in Europe in this
field.

With respect to its application fields, one of the most important ones is con-
trol theory. Indeed, the application of fuzzy logic to control has been natural, and
the “fuzzy” label was introduced initially linked to this area. The evolution of fuzzy
control has been spectacular. Its growth has been quick because fuzzy control appli-
cation are easy to make since they only require fuzzy rules of the form “if then” to
handle commands. Fuzzy rules, usually fine-tuned by experts, are fuzzy implications
involving fuzzy propositions (simple of compound) [DHR96, PDH97|. Also, fuzzy
controllers are simple and sound and, in mane cases, there are no possibility to use
traditional controllers since there are no mathematical model (or it is non practical),

as states Ebrahim Mamdani (pioneer in fuzzy control) in his work [Mam93].

L. A. Zadeh creates also the theory of approximate reasoning of fuzzy logic in
the context of artificial intelligence in his search for more efficient tools for building

expert systems (other main field of FL).
In [Zad73] the principle of incompatibility is enunciated. It states that comple-

xity and precision are antagonistic when describing the behaviour of a system, so
conventional programs have little effectiveness to model human behaviour. Addres-
sing this problem, it suggests, in one hand, to represent (imprecise) information
by means of fuzzy sets; and in the other, the inference over imprecise information,
based on the use of fuzzy implication and the most relevant property: generalized
modus ponens, formalized as the unary composition of a fuzzy set in a fuzzy relation
(the so-called inference compositional rule). This composition property of two fuzzy
relations allows to apply fuzzy logic to fuzzy control and, then, the development
of reasoning systems and their implementation. The concrete implication is to be
chosen carefully since it is essential to the system. The effectiveness of different im-

plication functions for reproducing human reasoning and ease inference methods has
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been quite studied in the literature.

Fuzzy logic emerges in the search of professor Zadeh, as an answer to fuzzy logic
because of two main aspects: it represents formally the imprecise knowledge and
manages adequately the uncertainty in some expert systems. These characteristics
gives to FL great relevancy in the field of knowledge engineering.

So, an expert system is a system based on knowledge plus information from the
experts on the domain [PS05]. Its goal is the resolution of problems in this domain,
applying reasoning techniques over the information in their base of knowledge. Des-
pite probability theory is the classical formal model to represent uncertainty, it has
not been universally accepted in the design of expert systems to address uncertainty.
It is well known that it requires a large collection of data and operations to be ap-
propriate [SB75, Ada76]. Many methods and specialized extensions of probability
calculus has been developed to overcome these limitations, suchs as certainty fac-
tors of MYCIN? [SB75], the subjective Bayesian [DHN90], the theory of evidence of
Dempster-Shafer [Sha76] and the theory of endorsements [Coh85]. In contrast to the
previous methods, that lack a well known semantic framework, L. A. Zadeh proposed
a formal logic based on theory of fuzzy sets that is very adequate for dealing with
uncertainty.

Fuzzy Rule-Based Systems (FRBSs) are an extension of classical systems for
representing knowledge based on rules [CHHMO1]. As those, FRBSs are composed
of conditional rules of the form “if then”, with the particularity that the antecedent
and consequent are fuzzy expressions. We list next some advantages of fuzzy expert

systems:
- They are an easy way of codifying a non-linear system.

- They correspond well with the schemes of human thinking over a large amount

of mathematical problems.

They are efficient (the run quickly) on conventional computers.

- They run extremely quick on specialized hardware.

The application of fuzzy logic to rule-based systems has focused mainly in, in one
hand, generalize the model of certainty factors and, in the other, the use of fuzzy

predicates in the description of rules and reality.

IMYCIN is an expert system written in Prolog.
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Other field of application to highlight is, finally, the contribution of fuzzy logic to
soft computing. The emergence of neurocomputation and genetic algorithms (in the
mid 80s) had a significant impact on the development of fuzzy logic. Probability and
fuzzy logic can be used together in the methodologies of neurocomputation and ge-
netic algorithms. This suggests to [Zad96] the concept of soft computing, understood
as “a kind of society of fuzzy logic, neurocomputation and probabilistic reasoning”.
In this scope, fuzzy logic provides a methodology to deal with imprecision, approxi-
mate reasoning and computation with words. The most important of soft computing
is that it suggests the possibility of using fuzzy logic, neurocomputation and genetic
algorithms combined instead of isolated. One of the most relevant combinations cu-
rrently is the “neuro-fuzzy” systems (for an introduction, see [Ngu02]). The growing
use of soft computing has brought an important contribution for the conception,
design and development of intelligent systems.

A part of this field is considered by many the new challenge for fuzzy logic: the
Internet. As stated by professor José Angel Olivas from the University of Castilla-La
Mancha, the use of fuzzy technologies is mandatory to address the massive amount
of data, retrieve information, and control and manage the net. This intuition coin-
cides also with the new path that, according to professor Zadeh, should follow fuzzy
logic. The first encounter on fuzzy logic and the Internet (FLINT 2001) held at the
University of Berkely on summer 2001 and organized by Zadeh itself is proof of this.
The main idea that arose is the tendency towards Computing with words, by means
of techniques of soft computing (that includes fuzzy logic, neuronal networks and
evolutionary computation). These terms, coined by professor Zadeh, materializes in

many research lines like:

- A new generation of search engines on the Internet, using techniques of soft

computing to enhance the current (lexicographic) search to a conceptual search.

- Advanced techniques to describe user profiles that allow a more intelligent use
of the Internet.

- Semantic web, where users could delegate tasks on the software, that will be
able to process, reason, combine information and perform logic deductions to

solve daily problems.

And much more new fields of application of soft computingwhich already are produ-

cing promising results.
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To end this section we relate some of the multiple specific applications of this

logic (in the field of fuzzy control and expert systems, mainly).

= Consumer electronic products: intelligent washing machines of Panasonic or
Bosch (Matsuhita Electronic Industrial), microwave ovens, termic systems, vi-
deo recorders, televisions, image stabilizing systems in photographic and video
cameras of Sony, Sanyo, Cannon (Matsuhita) and automatic focus systems in

photographic cameras.

= Systems: automatic pilotage systems for airplanes, maneuvering control for
lift or trains (underground of Senadi, Japan, 1987), water treatment systems,
automotive systems (ABS of Mazda and Nissan, automatic speed control, cli-
mate control, automatic driving systems), industrial combustion control sys-
tems, traffic controllers, heating/cooling systems (Mitsubishi air conditioning,
rice-cooker), climate prediction systems, atmospheric prediction systems and

writing recognition systems.

= Software for: clinical diagnosis (CADAG, Adlssnig, Arita, OMRON), secu-
rity (Yamaichi, Hitachi), linguistic translation, data understanding, informatics
technology and fuzzy data bases for storing and querying imprecise information
(use of language FSQL).

To summarize, and attending the opinion of [VZ96], fuzzy logic has applications,
mainly, in two very different fields: the first, control theory applications, and the
other, expert system development. Internet and soft computing could be third and
fourth fields. According to him, we are entering an era of intelligent systems that will
have a deep impact on the way we communicate, take decisions and use machines,
and fuzzy logic (together with soft computing and fuzzy declarative languages, in
our opinion), will play an important role in bringing the era of intelligent systems.

With respect to the work performed in this thesis, its practical applications are
part of other promising line of application of fuzzy logic: the design and enhancement
of declarative languages that allow to codify easily applications with fuzzy taste in
the referred fields. Concretely, we focused on enhancements related to the procedural
semantics of one of the most interesting paradigms in fuzzy logic programming, from
our point of view, that is the multi-adjoint logic. In the next section we provide a
brief view of logic programming to expose, afterwards, in a more detailed way, the

most relevant aspects of fuzzy logic programming.
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2.2. Logic programming

Logic programming (LP) was originated in the research on Automatic Theorem Pro-
ving. Since the works of [Her30, Rob65, Kow74, War83]|, logic programming reaches
maturity at the beginnings of the eighties. In essence, logic programming (for which
[L1o87, Apt90, Apt97, JAO7]) are fundamental references) is based on a subset of
predicate logic, concretely in Horn clauses, that are used as the core of a program-
ming language together with an operational semantics, SLD-resolution, for which
there are an efficient implementation.

Its main feature is, indeed, the use of logic as programming language. More
precisely, a program in LP is conceived as a formal theory in a certain logic, and
computation is understood as a logic deduction in this logic.

The base logic has to include the following elements (see [Jul00]):
- A language expressive enough to address an interesting field of application,

- An operational semantics, that is, a calculation mechanism to execute pro-

grams,

- A declarative semantics to provide a meaning to programs independently of

their possible execution, and

- Results of soundness and completion to assure that the computed result coin-
cides with what is considered true according to the notion of truth given by

the declarative semantics.

Also, this declarative semantics specifies the meaning of the syntactic objects of the
language by means of its translation to elements and structures in a known (generally
mathematical) domain.

The operational semantics in LP is based on a method of proof by refutation
called SLD-resolution, that is an instance of the resolution strategy. SLD-resolution
is based on the unification algorithm and allows the retrieval of answers, i.e., the link
of a value to a logical variable. It is a refinement of Robinson’s resolution, that was
first described by [Kow74], and whose name comes from “Selective Linear Definite
clause resolution”. Besides, it is a sound and complete method for the referred logic.

The declarative semantics of LP can be defined in many ways. An illustrative
example is model theory, whose domain is a purely syntactic universe: the Herbrand

universe.
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In essence, a logic program is a set of Horn clauses. A clause has the form
A+ By,...,B,, and can be considered as a part of the definition of a routine. A clau-
se of the form < Cq,...,C} is a goal, and each C}, can be understood as a call to a
routine. To execute a program is to query a goal. If the goal is - (', . . ., C%, a compu-
tation step implies unifying some C; with the head A of a clause A« By,..., By,
thus obtaining:

«— (C1,...,Cj-1,B1,...,Bp,Cjt1,...,Ci)0

where 6 is a unifier substitution. Unification is, then, a mechanism for the argument
passing, data selection and data building. The computation ends when the goal
transits to an empty clause and there are no more literals inside of it to solve.

We introduce now some basic notions of logic programming that we use in further
chapters. These concepts are addressed with more detail in [L1o87, JA07].

Let V be an infinite set of variables and ¥ a set of function symbols f/n, each
one of them with an arity n associated. 7(%, V)% and T(X) stand, respectively, for
the set of terms and ground terms (terms with no variables) built upon ¥ UV and
Y. The set of variables in an expression E is denoted by Var(E). A term, then, is
said to be ground if Var(t) = @.

Definition 2.2.1 ([JAO7]). A substitution o is an application o : V — T that
assigns to each variable x the set of variables V of a first order language L, a term
o(x) of the set of terms T .

It is usual to require o(x) # x only for a finite number of variables and, also, to
express the substitution in terms of sets, identifying (in some sense) the application
o to the set of images. That is, we write o = {x1/t1,...,2,/tn}, where t; = o(x;)
is different from z; and each pair z;/t; is called “binding” or substitution element.
The set Dom(o) = {x € V : o(x) # «} = {x1,...,2,} is said to be the domain
of o, and its range is Ran(o) = {o(z) : ¢ € Dom(o)} = {t1,...,tn}. Additionally,
we represent by id the identity substitution, that can be understood as the set of
empty bindings, so Dom(id) = &, that is, id(x) = x for all x € V. Also, o is said to

be ground if the terms ¢; are ground (the include no variables).

Definition 2.2.2. Given an expression E and a substitution o, o(E) is called ins-
tance and is the result of applying o over E, replacing simultaneously all instance

of x; in E by the corresponding term t;, being x;/t; an element of substitution o.

10Qccasionally we only write 7.
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Usually the previous instance is written Eo instead of o(E). Whenever a substitution
applies to the more general formulae of language £, and not only to expressions in
a clausal language, it is convenient to rename the bound variables before applying
the substitution (see, [Jul04]).

Definition 2.2.3. Given the substitutions o = {x1/t1,...,xn/tn}, 0 = {y1/s1,. .-,
Ym/Sm}, the composition o o 011 is the substitution determined from the set o o =
{z1/0(t1), .. xn/O0(tn), ¥1/S1s - - - s Ym/Sm }, removing the bindings x;/0(t;) such that
x; = 0(t;) and removing from 6 the bindings y;/s; such that y; € {x1,...,Tn}.

This composition verifies, over an expression F, that (o o 8)(E)= o(0(F)) is asso-
ciative and the identity substitution is the (two-sided) identity element. In the other
hand, given o, 6 with Var(c)NVar(f) = &, the union o U0 is defined by the union set
of both, that is, (0 U8)(z) = o(z),x € Dom(c) and (o U 0)(x) = 0(zx),z € Dom(6).

A substitution p is called renaming substitution or, simply, renaming, if there is
s
E5 are variant if there are renaming substitutions p, p’ such that Ey = p(E») and
Ey = p'(EY).

Composition of substitutions induces the usual preorder among substitutions:

p~1 (inverse substitution) such that p o p~ o p = id. Two expressions Fj,

0 < o if, and only if, there is v that 0 = 6 o, and we say that 6 is a more general
substitution than ¢. This preorder induces a partial preorder over terms given by
t <t if there is v that t’ = t~.

Two terms ¢t and t' are variants (one another) if there is a renaming p that
tp = t'. Given a substitution § and a set of variables W C V, we denote by Oy
the substitution obtained from 6 by restricting Dom(6) only to the variables W. We
write 6 = o [W]if Oy = opw, and 0 < o [W] denotes the existence of a substitution
v such that § oy = o [W].

In the next definition, we address the concept of unification, that is fundamental
in logic programing and automatic proving ([JA07]). In an intuitive way, to unify two
expressions is to make them syntactically equal by applying over them a substitution
called unifier (i.e., both expressions become equal to the instances resulting from

them trough some substitution).

Definition 2.2.4. A substitution 0 is a unifier of the expressions Ey, Fo if, and
only if, 6(E1) = 0(Es).

1 Occasionally we write only ¢f instead of o o § to abbreviate.
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We can extend this definition in a very natural way to an infinite number of expres-
sions E1, ..., E,, and we use, then, the unifier of the set S = {E1,..., E,}.

Definition 2.2.5 ([JAO07]). A unifier o of a set of expressions S is the most general
unifier for S if, and only if, any other unifier 0 is such that o < 6.

We write mgu for the most general unifier of a set of expressions. The mgu always
exists and is unique (not taking renaming into account, see [LMMS8]).

To end this brief summary to logic programming, we state that the strength of
this paradigm reside in its declarative component, that allows the construction of
software by specifying “what” to compute instead of “how” to compute it, task de-
legated to the control system. Furthermore, since LP is based upon logic, it is well
suited for representing knowledge and to obtain new information from the represen-
ted information. By contrast, it is not possible to represent vagueness or imprecise
knowledge in LP, in principle, due to its rigid way to answer queries. This characte-
ristic can be considered a limitation when modelling certain problems. So, in order
to extend a framework as rich as logic programming to overcome this limitation, we
have to exploit methods, techniques or tools to handle imprecision in an efficient
way through a computer; these tools have also to adapt to the framework to be
extended, that is, the extension of the framework has to be natural and, in absence
of imprecision, it has to preserve the properties of the original framework. As seen in
the previous section, fuzzy logic is a mathematical tool that fulfils those constraints.

Then, from the fusion of logic programming and fuzzy logic comes fuzzy logic
programming, that handles imprecision and vagueness in a natural way, thus addres-
sing that limitation of LP by integrating the well-established concepts of fuzzy logic.
As we see in the next section, there are two main approaches in this paradigm. One
possibility consists on the implementation of the same language enhanced to deal
with imprecision [Hin86]; The other consists on extending the original language to
allow the aforementioned goal [MBP87, LL90, IK85].

We focus in the next section on detailing in depth the most important notions of
fuzzy logic programming, studying also the main approaches to this paradigm and

classifying them by different criteria.

2.3. Fuzzy logic programming

Fuzzy logic programming (FLP) arose as an extension of LP in the same sense that

fuzzy logic extends classical logic. FLP is defined formally as a part of fuzzy logic



32 Capitulo 2. State of the art

focused on the study of fuzzy theories or fuzzy programs, that are a set of fuzzy logic
expressions in a first order language directly executables in a computer.

This style of programming applies to areas where the high level of abstraction
and expressiveness of traditional declarative languages is required, but those are
not able to neither model vague or imprecise scenarios nor formulate approximate
reasoning. To this end, new expressive resources from fuzzy logic are incorporated,
as the ones mentioned in 2.1.

The area of fuzzy logic programming is in a relatively incipient state, although
it is being consolidated by a growing net of researchers that provide maturity in
the theory aspects as well as in the practice ones. However there are still neither
standards nor a unified framework, but different approaches that take divergent
paths. Part of the work of this thesis focuses on the unification of different paths of
precursor research with respect to the fuzzification of the logic paradigm, as detailed
in Chapter 6.

Due to this variety of schemes on FLP, it is possible to establish many classifi-
cations, analysing the procedural mechanism to deal with vagueness (Section 3.2),
the extension of syntactic unification, the extension of SLD-resolution, or other con-
siderations (see Subsection 2.3.1) where we include interesting concepts as the im-
plementation or not of the negation in this area, or different fuzzy logics.

Many of the different approaches of fuzzy logic programming replace the classical
inference mechanism, SLD-resolution, by a fuzzy variant that allows to deal with
uncertainty and evaluate truth degrees. Taking this into account, and following the
classification provided in [Rubll], it is possible to establish to main trends:

= The first one includes truth degrees together with facts, rules and goals and,
therefore, it needs to modify the resolution mechanism to perform operations

over those degrees, and unification remains intact.

= The other modifies the unification algorithm and preserves the resolution me-

chanism by handling truth values separately.

Thus, there is no common method to “fuzzify” the resolution principle of PROLOG
(see [VGMO2]): the majority of these languages implement the fuzzy resolution prin-
ciple introduced by [Lee72] (extended by [Muk82] and [WTL93]), like the system
Prolog-Elf [IK85], Fril Prolog [BMP95] and the language F-Prolog [LL90]|. Other
fuzzy languages like LIKELOG, considered in [AF99a], or Bousi~PRroLoOG ([JRGOS])

only contemplate the fuzzy component of predicates by introducing the notion of si-
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milarity. [AG93] implements a modality of resolution conceived to manage the truth
values of clauses as intervals (each boundary represents a truth and a false degree),
[LLI0] uses fuzzy expressions incorporating semantic hedges, [MSD89| includes ex-
pressions with an associated confidence obtained from its truth degree, and it sets
the confidence of the resolvent from the confidence of the original clauses, and other
systems, like [VP96, MOV01d, MOV0lec, MOV04, MOO04], where there are fuzzy
facts and/or fuzzy rules labelling clauses with real numbers (or, more generally,
elements of a lattice) representing its associated truth degree.

To summarize, in these languages there are many methods to fuzzify the know-
ledge, to represent it and to handle it. The soundness and completenes properties
for the different types of procedural semantics has been proposed related to an ap-
propriate declarative semantics that, in many cases, has been conceived as a fuzzy
extension of the classical least Herbrand model [L1087].

We detail now with more depth the two main trends in fuzzy logic programming
with respect to the procedural mechanism, and their most representative languages,
as indicated in [Rubll].

FLP extending SLD-resolution

In general, in this approach programs are a subset of clauses with an associated truth
degree that is explicitly annotated. Computation and truth propagation is perfor-
med through a procedural semantic that is an extension of the classical resolution
principle, while the (syntactic) unification mechanism remains untouched.

Thus, to represent vagueness in this framework, each fact, rule and goal is associa-
ted to a truth degree (for simplicity we detail here only a reduced framework of FLP
that extends resolution. For a more detailed formalization, see [Voj01] or [MOV01d]).
More precisely, a fuzzy logic program consists of tree parts: a fuzzy fact of the form
p(t1, ..., tn)<[f], where p is a predicate symbol, each t is a term and f is a truth de-
gree associated to p(t1, . .., t,); a fuzzy rule of the form A«[a](B1, aa), ..., (Bn, an),
where the truth degree of each (sub)goal B; is « and the value of all conditions is
A(a, B), being A a t-norm or a fuzzy conjunction (see Section 2.1.1 in this chap-
ter); and 8 = A" ;(«;) a fuzzy goal of the form «[c]| B, ..., By, being ¢ a constant
that indicates the maximum truth degree to reach in the inference; or with the form
«[F]Bi,..., By, being F a variable to store the finally computed truth degree.

These kind of frameworks of FLP keep intact the unification mechanism and

extend only the SLD-resolution mechanism to let the truth degrees associated to
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each atom transit from the antecedents to the consequents until succeed or fail.

Therefore, supposing a set of fuzzy clauses Cy,...,Cpy1:
C1 = A%[Ozo]Bl,...,Bn
Co= Byl
Coi1= By

where there is a fuzzy fact B;<—[ai] for each antecedent in (i, i.e., B; = B;. Then,

we can infer the fuzzy fact a<[A_jo;]. Now, in case of a success, together with the

output, a truth degree is provided.

After these brief general considerations about fuzzy logic languages that extend

the SLD-resolution, we enumerate now some of the most interesting languages in

this approach:

= Prolog-ELF. This language [IK85] is a PROLOG system resulting from the

Fifth Generation of Programming Languages of Japan. A Prolog-ELF program
is a set of clauses associated to a truth degree in the interval [0, 1]. The system
is based on the fuzzy resolution of [Lee72|, clauses are +A — By,...,—DB,, or
+A and goals of the form: —By,...,—B,.

Truth values are assigned through this notation: o. + A — By,...,—B, or
assert(a : +A — By,...,—DB,). This notation has been adopted instead of
the classical one (A : —Bj,..., By,) because, according to the authors, there
are many interpretations in fuzzy logic for —A V B, and they do not always
correspond to the implication. Variables in Prolog-Elf begin by the character
“x” and commentaries by “:”. Prolog-Elf allows also to define fuzzy sets by
means of special predicates that act as a membership function, i.e., that return
a value between 0 and 1. Truth values in the body of a rule are combined
using the t-norm “minimum” for conjunction, the t-conorm “maximum” for
disjunction, and 1 — « for negation. Since it is based on the work of Lee, truth

values of positive literals have to be in the interval (0.5, 1].

FProlog. FProlog [MBP87] is the name of the first implementation of Fril.
The first version of this language was developed at the end of the seventies as
a continuation of the works of Baldwin on fuzzy relations. The second version
was released in the first years of the eighties. Both versions can be considered

related languages. FProlog uses Lisp syntax instead of PROLOG syntax.
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In order to provide the system with deductive capabilities, a PROLOG interpre-
ter was integrated in its structure. The system could work as an autonomous
PROLOG system. FProlog also allowed the definition of fuzzy relations, with
a truth degree associated to each tuple. To compute the truth degree it uses

fuzzy counterparts of conjunction, disjunction and negation.

= Fuzzy Prolog. Was created by Mukaidono [MSD89]. It extends Lee’s approach
to allow truth values in the interval [0, 1]. This work brought its first proposal
about a Fuzzy Prolog, consolidated in [MSD89] by the introduction for the
first time of the notion of fuzzy first order predicate, whose variables can be
membership functions over a fuzzy subset (this idea has been acquired by more
modern systems, like the fuzzy module of Ciao-Prolog of [GMV04]).

The most recent contribution of Mukaidono is a fuzzy PROLOG based on the
Lukasiewicz implication (LbFP). In LbFP there are no changes in the unifi-
cation process. Facts and rules are extended with truth values in the interval
[0,1] where 1 represents truth and 0 unknown or absurd. Truth values in the
body of a rule are combined using the “minimum” t-norm for the conjunction,
the “maximum” t-conorm for the disjunction and 1 — x for the negation. For
a certain solution this framework takes the maximum of the computed values.
Resolution in LbFP takes the shape of a tree in contrast with the classical
linear resolution.

= f-Prolog. f-Prolog was created by [LL90]. An f-Prolog program differs only
from a PROLOG program in the truth degree that some facts carry and in the
degree of the implication, that is associated to the rules. An f-Prolog program
is a sequence of f-facts, f-rules and an f-goal. An f-fact A is f. An f-rule has
the form A — [f] — Bi,...,—DB,, where A, B; are atoms and the degree of
the conclusion A is the product of o and the minimum of the truth values
associated to each B;. An f-goal is an expression —[F] — Q1,...,—Q, being F
a variable. The system also allows to specify the minimum degree that a goal
has to satisfy: for instance, it is possible to query the system solutions with

more than 0.8 truth degree.

= Rfuzzy. RFuzzy language is an extension and enhancement of the fuzzy mo-
dule Ciao-Prolog presented in [GMV04]. This module uses the union of subsets
of truth degrees to handle imprecision. These truth degrees are combined by

means of aggregation operators. Additional arguments can be used in each
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clause for managing these degrees. The implementation is based on a process
of compilation that translates fuzzy programs to PROLOG code. Furthermo-
re, this module uses the notion of fuzzy first order predicate introduced by
Mukaidono in [MSD89.

One of the problems the authors of RFuzzy points out to the module Ciao
is its complexity [MCS09]. This complexity is due to the use of real intervals
to represent truth degrees. Besides, answers are associated to constraints, and
the management of variables that carry truth degrees is problematic. RFuzzy
reduces this complexity in some aspects: it uses real numbers instead of in-
tervals to represent truth values; it answers with direct values instead of with
constraints; and it removes the necessity of including variables to manage truth

degrees.

Multi-adjoint language. In multi-adjoint logic programming (MALP in brief)
[MOV01d, MOV0lc, MOVO1b, MOVO01a], each program is associated with a
certain lattice that provides truth degrees and allows to encapsulate different
types of fuzzy logics inside each rule. Given a MALP program, goals are evalua-
ted in two separated computational phases. During the resolution phase, the
fuzzy counterpart of SLD-derivation steps, called admissible steps, are applied.
This first phase produces a substitution and an expression where all atoms have
been exploited. This last expression is interpreted afterwards (in the so-called
interpretative phase) in the multi-adjoint lattice associated to the program,
thus obtaining a pair (truth degree; substitution) that is the fuzzy analogous

to the classical notion of computed answer traditionally used in LP.

Furthermore, it is noteworthy that the framework based on similarity presented
in [Ses02| can be emulated by means of a certain multi-adjoint lattice [MOV04],
particularly, the real interval [0, 1] with the t-norm of Gédel, and extending the
original program with a set of rules defining a similarity relation (in a similar
way to the extension of first order logic with equality axioms). This illustrates

the generality and expressiveness of the multi-adjoint logic language.

From our point of view, the features of this language makes it one of the
most powerful and interesting in the area of fuzzy logic programming. By this
reason we have chosen it as a framework to develop our research in this field. In
Chapter 3 we expose in depth the syntax, semantics and further basic notions

of the multi-adjoint approach.
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Extension of unification in FLP

The second trend in FLP is represented by languages that replaces the syntactic uni-
fication mechanism (of classical SLD-resolution) by a fuzzy unification algorithm.
While the global mechanism of resolution remains untouched, unification changes
dramatically since it can “unify” different predicates (provided they have some simi-
larity degree).

The main goal of this framework is to obtain more flexible unification mecha-

nisms. There are, at least, three approaches:

» Semantic unification ([AG98]): each constant is associated to a meaning (e.g., a
fuzzy subset) and the unification is based on that meaning (e.g., by a matching

procedure);

» Unification based on distance edition ([GS00]): the unification degree is based
on a syntactic similarity between two symbols (e.g., house, mouse);

= Weak unification: it is the fuzzy extension of classical unification.

From now on, we focus on weak unification, since both semantic unification and
unification based on distance edition can be implemented on weak unification.

Generally speaking, weak unification consists on the substitution of the syntactic
equality by a similarity (or proximity) relation. This similarity relation R relates
symbols of the alphabet of a first order language £, that is, R = Rp U Rz URy
where Ry is a similarity on V defined by (1) Ry(x,y) = 0 if  # y being z,y € V;
(2) Ry(x,x) = 1. Furthermore, R is such that, given two symbols f,g € F with
the same arity n, belonging to the alphabet of £, R relates both f and g, and that
relation is quantified by an approximation degree in a way that can be read as “f is
similar to g with approximation degree o, with a € (0, 1].

A fuzzy program, in this framework, is composed by a set of clauses and a re-
lation between the symbols in the alphabet of £. This kind of languages, in FLP,
need to modify the unification algorithm so it copes with the given relations. In this
framework the unification algorithm does not end when two terms differ in some
symbol, but it searches a relation between them. Furthermore, SLD-resolution has
to be adapted to allow the composition of the approximation degrees obtained in

each resolution steps. Then, supposing a set of clauses Cy,...,Cpi1:
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Ci = A%[QQ]B;,...,BTL
CQ = Bl%
Cn+1 = Bn(*

. / . . . .
where there is a fact B, similar to an antecedent in Cy, i.e.,

R(By,B1) = a1,...,R(B,,Bn) = an

Then we infer (A, 8), with 8 = A" ;«;.

We present now the basic features of the main fuzzy logic languages based on

similarity.

= LIKELOG: this language, whose name is an acronym of “Likeness in Logic”, is

the practical implementation of the works of [FGS00]. This language is based
on the theoretical concept of cloud. A cloud is a set of elements that can be
considered similar with respect to their meaning [AF99a|. According to the
authors, LIKELOG is an environment of logic programming implemented in
Dec-10 Standard Prolog. The language is able to handle flexible queries and
answers. Its syntax £’ is an extension of a first order language £ with no
function symbols where similarity is introduced by a fuzzy relation R = R¢ U
Ry URp on the symbols of the alphabet, and it fulfils the reflexive, symmetric
and transitive properties. Its procedural semantics is a fuzzy extension of the
unification algorithm associated to the resolution, while its fixpoint semantics
is given by an extension of the classical least Herbrand model. One of the
applications of LIKELOG is its flexibility on handling answers and queries in

deductive databases.

SiLog: this language (|LSS01]) is based on the work [Ses02]. The SiLog system
is implemented on a W-Prolog interpreter built in Java (for which an online
reference is http://waitaki.otago.ac.nz/ “michael/wp/). It is composed by
two parts: an inference engine and a similarity manager. The inference engine
handles the weak unification, while the similarity manager generates a simila-
rity from the quotient sets (families of A-cuts) from the elements included in a
dictionary incorporated by the user. The similarity manager ensures that the
built relations fulfil the definition of similarity, which means that the extension
is a little rigid and limited. Similarity relations are addressed independently

to the program.
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= Bousi~Proroc ([JRG08, JRG09a, JRO9b, JR10a]): this language is one of
the most recent and interesting languages in this tendency. This language is
the practical implementation of the theoretical works of [JRO6b, JR06a]. Its
procedural semantics [JR09a| adapts the principle of SLD-resolution and its
unification algorithm is based on proximity relations (i.e., a binary fuzzy refle-
xive and symmetric relation on a set, not necessarily transitive). It generalizes
the procedural mechanism of Sessa, based on similarity relations, and enhan-
ces the expressive power of the resulting language. The properties of reflexivity
and symmetry are very appropriate to express the value of “proximity” bet-
ween elements of a domain. The authors of this language can model problems

in cases where the transitive restriction of the similarity relation is an obstacle.

The syntax of BOUSI~PROLOG is, basically, PROLOG syntax enriched by a
constructor symbol ~ used to describe proximity relations (in fact, fuzzy binary
relations that are translated automatically to proximity or similarity relations)
by means of what authors call a proximity equation. Those equations are ex-
pressions of the form symbol ~ symbol = proximity value. This operator is the
fuzzy counterpart of the syntactic unification operator ‘=" of PROLOG. Furt-
hermore, the language supports the use of fuzzy sets [JRG09b, JRG10, JR10b],
integrating them easily in the core of the system by the use of fuzzy relations,

not affecting the procedural semantics.

On the other hand, the authors of BOUsi~PROLOG have created UNICORN
[JR0O9¢], a programming environment that allows to edit, compile and run
BoUSI~PROLOG programs, according to the principle of weak SLD-resolution
described for this language. The complete implementation of this tool consists
of 900 lines of PROLOG code, approximately, and it includes more useful options
for programmers. A more complete specification of the tool can be found in
http://dectau.uclm.es/bousi/.

2.3.1. Other considerations

To end this section on FLP, we include here important concepts about this paradigm,
as presented in the PhD thesis [Pen10]. For example, together with the classification
provided in previous sections, it is also possible to differentiate between languages

based on annotations from languages based on implications (see [LS01b, LS05]).

= Languages based on annotations (see [KL88, KS92, NS91, NS92, Lu96, Cao00,
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KLV02]), admit rules of the form A : f(51,...,0n) «— B1 : B1,...,Bn :
By whose meaning can be understood as “the truth degree of A is, at least,
f(B1,...,0Bn), if the truth degree of each atom B; is at least 5;”, 1 < i <
n, being f a computable function and (; a constant of a variable over an

appropriate domain (set of truth values).

= In contrast, those languages based on implications (see [DMOO04a, DMO04,
1L.S94, LS01b, MOV01d, MOV01lc, MOV01b, MOV01la, MO02, MOV04, MOO04,
DMOO07, vE86, Voj01]|) have rules of the form (A+Q@(By,...,By); v) where
v is the truth degree associated to formula A+Q(By,..., B,), where @ is a

connective that combines atomic expressions B;.

Computationally, given an interpretation Z, truth values Z(B;) are determined
by the truth function of connective @ and, afterwards, propagated to atom A
in the head of the rule. Also, truth degrees can be taken from a lattice, that
is, the application Z can be mapped to values on a certain lattice. [DMOO04a,
KLV04, LS01b, Voj01] show that the majority of the frameworks that manages

imprecision can be implemented in this context.

On the other hand, it is noteworthy that the majority of approaches do not include
any kind of non-monotonic reasoning, neither admit negation. It is not the case of
[DMO01a, LS06, LS02a, LS02b, LS03, Str05a, Str05b|, where the domain of truth
values is a lattice. The language of [VGM02, GMV04] also admits negation, but
here truth degrees are real intervals [KY95], which are very adequate to formalize
linguistic variables as “age” or “speed”.

With respect to negation, it is the most relevant logic concept not originally
coped by fuzzy logic programming. This is because its inclusion leads to a significant
complexity. However, negation plays an important role on representing knowledge
and many of its applications cannot be emulated by positive programs. Negation
is also useful in the management of databases, program composition, reasoning by
default, etc. [Ger05] can, in the context of control techniques, address positive and
negative information if truth values are taken from a bilattice.

Furthermore, as already stated in this introductory chapter, there is no consensus
about which fuzzy logic corresponds to which context. The majority of the systems
uses a min-max logic (to model conjunction an disjunction), but some systems uses
Lukasiewicz logic [KK94|. Other approaches allow a more generic interpretation of

connectives [VP96], and the multi-adjoint framework allows also different logics to
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model connectives.
Finally, with respect to the set where the interpretation of formulae take place'?,

there are fuzzy logic programs interpreted in:

1. The real interval [0,1], as the case of [MSD89, vE86, Sha83, VP96, Voj0l,
AF99a, KLV04].

2. A lattice, as [MOVO01d, MOV0lec, MOVO01b, MO02, MOV04, MO04| (multi-
adjoint lattice) and also [DM00, DM01b, DM02, DMOO04b| (residuated lattice).

3. A bilattice [Gin88, Fit91, Ger05, LS04, Str05b], trilattice [LSOla] or, mo-
re generally, a multilattice [MOR05, Mor06b, MOR06a, MOR07c, MORO7D,
MOROT7a).

4. A set of intervals, like [VGMO02, GMV04, LS01a, Luk01, AG93].
5. A qualification domain, as the case of [CRR08, RR08b, RR09].

To conclude, fuzzy logic programming is a research area in constant expansion and
promising perspectives, whose application in the form of fuzzy logic languages can
greatly help to codify systems with fuzzy features in the fields of most solid implan-
tation of fuzzy logic, as seen in Section 2.1.2 (the construction of expert systems,
control applications, soft computing, etc.).

As already stated, from our point of view the most interesting context is the
multi-adjoint programming, due to its great generality (it can implement many of
the other fuzzy logic schemes), its high level of expressiveness and is clearly defined
procedural semantics. We detail in Chapter 3 the essential concepts of the multi-

adjoint framework.

2.4. Multi-adjoint lattices

To conclude this initial chapter, we include this section devoted to the theory of
lattices and, more specifically, the description of lattices that can be associated to
programs, as well as some basic results. Lattices are (in our scope) ordered sets
where the formulae of programs are interpreted in some contexts of fuzzy logic

programming.

121 other contexts more general structures have been used to interpret formulae, like algebraic
domains (see [RZ01, Sco82]).
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In particular, we are interested in the lattices used in multi-adjoint logic program-
ming, developed in [MOV04, MOV01d, MOVO01c|, since this is the language we focu-
sed on in our research. In this section we formally define the notion of multi-adjoint
lattice, and we proof theoretically the multi-adjointness of diverse lattices, ensuring
they fulfil all the required properties. This work was presented in [MMPV12a] and
[MMPV12b]. In Chapter 4 we detail the way these lattices are introduced in our
fuzzy logic programming tool (FLOPER), while Chapter 5 reports some of the po-
werful applications that the use of the different multi-adjoint lattices we present now
allows.

In essence, a multi-adjoint lattice consists in an ordered lattice L equipped with
a set of connectives, like implications, conjunctions, disjunctions and aggregators,
with the particularity that each implication symbol has an adjoint conjunction used
to model the inference rule of modus ponens in a fuzzy environment. For instance, we
expose now some of the adjoint pairs (conjunctions and implications) in the lattice
([0,1], <) (that we denote by V). The labels P, G y L stand for, respectively, Product
logic (1), Godel logic (2) and Lukasiewicz logic (3). Each logic is suited to model
pessimistic, optimistic and realistic scenarios, respectively.

(1) & (z,y) & axy “p(z,y) = min{l,z/y}
1 siy<z

(2) &G (Za y) é ml'n{:c, y} gl (l‘, y) .
x otherwise

(3) &i (z,y) = méx{0,z+y—1} “u(ry) £ min{z-y+11}

Furthermore, in the context of the multi-adjoint logic programming language (or
MALP), each program is associated to its own multi-adjoint lattice, and each pro-
gram rule is “weighted” by an element of L. Furthermore, the components in the
bodies are linked by connectives in the lattice. Those rules are similar to PROLOG
clauses [L1087]. See, for instance, the following propositional MALP program (where

@aver means evidently the classical aggregator of the arithmetical average):

P —p  Quuer(g,r) with 0.9
+— with 0.8
+— with 0.6

the last two rules'? assign directly truth degrees 0.8 and 0.6 to propositional variables

g and r, respectively; the execution of p through the first rule (whose body “calls”

13Tn Section 3.1 we describe the syntax of MALP programs.
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the other rules) consists on the evaluation of the expression “&p(0.9, Quyer (0.8, 0.6))”,
that returns the final truth degree 0.63.

Now we focus on the theoretical results that guarantee that certain lattices (pre-
sented afterwards) are multi-adjoint lattices, as well as the cartesian product of them.
This kind of more sophisticated lattices can be associated to MALP programs not
only to obtain the truth degrees of (possible) answers, but also to keep track of the
run time in terms of computational steps performed in order to reach each answer.
This feature is detailed in Section 3.6 of this memory.

We provide now the formal definitions of adjoint pair and multi-adjoint lattice
from [MOVO01d] and [MOVO01c]:

Definition 2.4.1. Let (L,<) a lattice. A multi-adjoint lattice is an n-uple (L, <
,1,&1, ..., <, &) that fulfils these conditions:

1. (L, <) is bounded (that is, there are the infimum L and supremum T elements
of (L,<)).

2. (L, <) is complete*, i.e., for all subset X C L there are inf(X), sup(X)'.

8. T&v=v&; T=v,YWweL,i=1,...,n.

4. each pair (+;,&;), with i =1,...,n, is an adjoint pair, that is

a) the operation &; is non-decreasing in both arguments'®.

b) the operation <; is non-decreasing in the first argument and non-increasing

in the second one.

c¢) adjoint property: Vz,y,z € L, x < (y+2) & (2&; z) < y.

With respect to the adjoint property, from now on x represents the truth degree of
the rule y<—; z, so this rule holds (the corresponding interpretation satisfies such
rule) if, and only if, the truth degree y of the head is greater or equal the one of
the adjoint conjunction of z (the truth degree of the hypothesis) with z (the truth

4Tndeed, if (L,<) is complete, then it is bounded and we can reformulate the definition not

requiring explicitly the bounded feature.
15Take into account that the existence of inf(X), sup(X) is guaranteed when X is finite, since

L is a lattice.
16We do not require neither commutativity (see[KLM7T02], for example, where the absence of

commutativity is a particular feature of one of the application context for the multi-adjoint logic

programming) nor associativity for this connective.
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degree of the rule). The so-called adjoint property is the most relevant feature in this
context (in contrast with many other approaches), that justifies many of the crucial
results of soundness, completeness, applicability, etc.

The notion of adjoint pair was first introduced in the logic context by [Pav79],
which takes truth degrees for a category, and the relation between each conjunction
and its associated implication as a functor in that category. This notion is a new
example of the concept of adjunction defined in 1950 by Kan in the general theory
of categories.

As reported in [MOV04], residuated lattices (see [Dil39, Ger04, NPM99]) are
examples of multi-adjoint lattices in which there is only one adjoint pair and the
conjunction of the pair determines a monoid structure (with identity element T) in
the underlying lattice.

Also, [DMO04c, DMO04a, DMOO07] contemplates a multi-adjoint programming
framework (of typified multi-adjoint logic programs) where in a very suggestive way
many multi-adjoint lattices are combined. This flexibility allows to associate to each
program rule two (many, in general) truth degrees, one of them representing, e.g.,
the certainty factor and the other the doubt factor of the rule.

Finally, recall that symbols &; (adjoint conjunction) and « € L (truth degree in
L) must belong to the language £ so it is possible to define a procedural mechanism
for the multi-adjoint logic language (see Section 3.2).

Note here that the notion of qualification domain used in the framework of QLP
(Qualified Logic Programming) described in [RDO0S|, plays a role similar to the one of
multi-adjoint lattices in MALP. A qualification domain is a structure (D,C, L, T, o)
such that (D, C, 1, T) is a lattice with supremum (T) and imfimum (L) elements and
where the so-called attenuation operation “o” is a conjunction. Given two elements
d,e € D, dMe is the inf{d,e}, while d U e represents the sup{d,e}. We also write
d C e as an abbreviation of d C e A d # e. The attenuation operator o fulfils the

conditions below:
1. o is associative, commutative and monotonous with respect to C.
2.¥de D,doT =d.
3.Vde D,do L = 1.
4. Vd,ee D—{L,T},doeCe.

5. Vd,e1,e9 € D,do(e;Mey) =doe;Mdoes.



2.4. Multi-adjoint lattices 45

It should be noted that the required properties in QLP and MALP are similar.
However, the distributivity (5.) and the adjunction are quite different features.

There is, though, the possibility of interchanging concepts between both frame-
works, as is the boolean qualification domain B = ({0,1},<,0,1,A), whose aspect
as a multi-adjoint lattice is ({0,1}, <,4, A), where A is the boolean conjunction
and « its adjoint implication (i.e., the usual logic implication). Other example
is the qualification domain of the wuncertainty values of Van Emden used in QLP
U = (]0,1],<,0,1, x), for which there are many possible adjoint pairs, as considered
at the beginning of the section. This lattice will be fully used in many examples in
this memory, as well as the so-called domain of weights, W = (NU{oco}, >, 00,0, +),
whose detailed description we also expose further.

In general, every qualification domain (D,C, L, T, o) whose attenuation opera-
tion o conforms an adjoint pair with a given implication operator <, can be expres-
sed as the multi-adjoint lattice (D, C, <, 0). Anyway, we end this brief comparison
highlighting that the variety of connectives admitted in multi-adjoint lattices is much
greater than in the qualification domain (where for a given program, all rules must
use the same attenuation operator), which justifies the greater expressive power of
MALP w.r.t. QLP.

We focus now on the classical notion of cartesian product of multi-adjoint lattices,
that inherits the multi-adjoint character by the next result:

Theorem 2.4.2. If Lq,..., L, are multi-adjoint lattices, then their cartesian pro-
duct L = L1 X --- X Ly is also a multi-adjoint lattice.

Proof. With no loss of generality, we detail the result for n = 2. We consider, then,
multi-adjoint lattices (L1, <1,&1,41) and (La, <g,&a,<2), each of them equipped
with only one adjoint pair. L = L1 X Lo has lattice structure with order induced in
the product L = L1 X Lo given by: (x1,y1) < (22,y2) € 21 <1 T2, y1 <2 y2. Also,
being T1 = sup(L1), L1 = inf(L1), T2 = sup(La) and Lo = inf(Ls3), we have
that (T1, T2) = sup(L) y (L1, Le) = inf(L), from which follows that the cartesian
product L is a bounded lattice is L1 and Lo are also bounded.

Analogously, it is easy to justify that L1 x Lo is complete if L1 y Lo are complete.

Finally, from adjoint pairs (&1,41), (&2,42) of L1 and L, respectively, it is
possible to define the following connectives in L: (x1,y1)&(z2,y2) = (v1& 172, y1&2y2)
and (21,vy1) + (22,y2) £ (21 <1 T2,y1 <2 Y2), and it is easy to justify that the
form an adjoint pair in L1 X Lo (in particular, they fulfil the adjoint property).
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Analogously, it is also possible to define new connectives (conjunctions, disjun-
ctions and aggregations) in the cartesian product Ly X Lo from the corresponding
pairs of operators in L1 and Ls.

Once provided that the cartesian product of multi-adjoint lattices is also a multi-
adjoint lattice, we consider again the so-called domain of weighted values VW using the
paradigm QLP (Qualified Logic Programming) of [RD08, CRR08, RR09, RR08a).
As previously noted, although it shares similarities with MALP, the QLP scheme
admits a lesser repertoire of connectives in the body of program rules. Its elements
are intended to represent the cost of the proof, i.e., measures of the weighted depth
of the proof trees. In essence, and as proven in the contribution [MMPV12a], W
is a lattice (N U {oo}, <), where < is the inverted ordering (with co < d for all
d € N), so oo is the imfimum and 0 is the supremum. Furthermore, in this lattice the
arithmetic operation “+” is a t-norm, since it fulfils the properties of t-norms (see
[NWO06]). Also, we can obtain the residual implication of the t-norm “+”, defined in
general by y < z = sup{t € W : t + z < y} that, in this particular case, has the
following expression:

y—z, sty<z
Yz =
0, otherwise
It is not difficult to prove that (4, <) conforms an adjoint pair in (NU{oo}, <), and
that (W, >, <, +) is, in fact, a multi-adjoint lattice.

If we call V the multi-adjoint lattice ([0, 1], <), equipped with two adjoint pairs
modelling the implication and conjunction symbols from the logics of Lukasiewicz
and product; then, for the cartesian product ¥V x W the maximum is (1,0) and the
infimum is (0, c0), and it also has the following definitions for the conjunction (among
others) connectives whose names refer to extensions of Product and Lukasiewicz
logics:

(v1 * v2, w1 + wa)

(v1,w1) &py (v2,w2)

(vi,w1) &y (uz,we) = (Méx{0,v; +vg — 1}, wy + wy)
In short, the cartesian product V x W is a multi-adjoint lattice. In practice, we
use that lattice to compute the number of computational steps performed to reach
an answer in multi-adjoint logic programs. As already stated, this feature is better
explained in Section 3.6.
Furthermore, we go a step beyond simply counting the number of steps in an

execution. Indeed, we can know more detailed information about the set of program
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rules and connectives evaluated to obtain a solution, although it is necessary the
use of the new lattice S to do so. This lattice is based on strings, or labels (that
is, sequences of characters), so we generate the cartesian product V x S. To this
end, firstly we prove that not only is S a multi-adjoint lattice, but also that the
concatenation operation, usually called append in many programming languages,
can play the role of an adjoint conjunction in that lattice. The results of this research
were presented by the first time in [MMPV12b].

To solve both questions, we analyse many alternatives to establish an ordering
relation in S, as the classical lexicographical order (that is usual to order words in
dictionaries), or an ordering based on prefixes, sub-strings, etc. (for instance, ‘ab’
and ‘be’ are respectively a prefix and a sub-string of ‘abcd’). Unfortunately, neither
of these orderings allow append to act as a t-norm.

However, we conceived an alternative for which S can be seen as a multi-adjoint
lattice. The key point is to translate each string of characters into a unique number
by associating to each character its corresponding ASCII code. Thus, it is possible
to establish a bijective application [ ]: S — N.

Let A = {ag,...,an—1} be a set called alphabet, whose elements can be seen
as symbols. A string s over A is a finite sequence of elements of this set, that is,
S=4a1...0m, where a; € A, i =1,...,m. The set of strings over A, denoted by S,
can be formally defined as S = UpenA*. This definition of S guarantees its numerable
character, i.e., S contains a (numerable) infinite number of strings a; ... a,,, formed
by elements a; of A. Although the mentioned numerable character is obtained from
well known set-theoretical results, Theorem 2.4.3 justifies it by formalising a bijection
(as well as its reverse) of S on N, which have a great relevance in the multi-adjoint
scope.

Each element of A* is a string of k elements (of length k) that can be seen as a
word; in that case, S can be understood as the set of all words with a finite length.
This interpretation is very interesting since each formal language with alphabet A is
the set of formulae built from elements of words of S that, also, fit tu the syntactic
rules for that language. So all language with alphabet A is, consequently, a subset
of S.

Furthermore, in the set S we define the concatenation, called -, as the operation
<1 AP x A1 — APHa

(s,t) > s-t
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so, given s =ay...ap,t =0b1...bg, then s-t =ay...a,b1...0,.

Let cod : A — Im(cod) and asc : Im(cod) — A be primitive functions, so
cod(a;) =i and asc(i) = a;. It is trivial to prove that cod is the inverse of asc and
reciprocally. The symbol " represents the empty string (with length 0). We define
the application [ ]: S — N through rules R; and Rs:

Ri: ["=0
Ry : [ai...am] = (cod(ar) + 1)n™=t + - + (cod(am) + 1)n°

where a; € A,Vi, and a; ...a,, € S. Rule Ry can be rewritten as:

R;: [s.a] = [s]n+ cod(a) + 1

where s.a means a string obtained by adding symbol a at the end of string s, s.a =
ay...0m.a =aj...ana, and n is the number of elements of A.

To illustrate the definition of this application, consider the alphabet {a,b, ¢} and
the string s = cab. Then [cab] = (cod(c) 4+ 1)3% + (cod(a) + 1)3 + (cod(b) + 1) =
3x9+1%x3+2=32.

Theorem 2.4.3. Application [ |, defined by Ry y Ro (0 R ), is bijective.

Proof. Indeed, it is an application since each string s € S is associated to a natural
number. In order to prove the bijective character of [ |, we prove here that its reverse
function is the application <>:N — S, defined as:

<0>="
<m >=<|(m—1)/n] > .asc((m — 1) %n)

where || : R = N is the function integer part, so |(m —1)/n| is the integer part of
the quotient, and (m — 1) %n is the remainder n of the integer m — 1.

We see that the compositions (<> o[]): S — S and ([ ]o <>) : N = N coincide
with the identity application (ids y idy, respectively), which justifies that [ ] is the
reverse of < > and reciprocally.

Note in the first place that (<> o[ ])(s) =s,Vs € S.

1. (<> o[ N(") =< T[] >=<0>="

2. (<>o[])(s.a) =
< [s.a] >=<[s]n + cod(a) + 1 >=
< [([s]n + cod(a) + 1 —1)/n] > .asc(([s]n + cod(a) + 1 — 1) %n) =
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L([s]n 4+ cod(a))/n] > .asc(([s]n + cod(a)) %on) =
L[s]n/n] > .asc(cod(a) %on) =< |[s]] > .asc(cod(a)) =
<[s]>.a

<
<

That is, < [s.a] >=< [s] > .a. Consequently, given s € S, if s = a1...anm, then
<[ar...ama] > =<[a1...an] >.a=---=<["] > .a1..... am.a = s.a =1idg(s.a),
where idg : S — S is the identity application of S, so (<> o[ |) =idg.

We also prove that ([lo <>)(j) = j,Vj € N:

1. (le<>)(0)=[<0>]=["]=0

Since j > 0 can be expressed as xn +y, where x,y € N,0 < y <mn, if j > 0, we have
that

[

[lo<>)(an+y)=[<an+y>]=

< |(zn+y—1)/n] > .asc((zn+y—1) %n)] =
< [(zn+y —1)/n] >n+ cod(asc((zn +y — 1) %n)) + 1 =
< lzn/n| >In + cod(asc(y — 1))+ 1=
<z>n+y—-1)+1=

<

So, [<an+y>]=[<zx>n+y,0<y<n. Sincej €N, if j#0, can be expressed
as j = yn™ t+ o+ ymoant +y, with yi, ..., ym-_1 € {1,...,n}, we have that
[<i>]=[<yn™ '+ dymnt+y > =[<yn™ 2+ Fyp_n’ Sn+y =
=< 0>In+ypn™t + ot ymont +y = j. Then, [<>] =idy, by 1. and 2.
Consequently, if [ ] is the reverse function of <> (and reciprocally), both of them

are bijective functions, as wanted.

By the previous theorem, sets N and S are bijective and, hence, the corresponding
ordered structures are isomorphic lattices (both of them multi-adjoint lattices).

In Example 2.4.4 we illustrate these applications with a reduced alphabet, while
in Example 2.4.5 we work with a very common environment to provide an idea on

the usefulness of this approach.

Example 2.4.4. Consider the alphabet A = {a,b,c}. Then, the string of charac-
ters associated to the integer 32 is < 32 >=< [31/3] > .asc(32%3) =< 10 >
.asc(l) =< 19/3] > .asc(9%3).b =< 3 > .asc(0).b =< |2/3] > .as¢(2%3).a.b =<
0 > .asc(2).a.b =" .c.a.b = cab
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Example 2.4.5. Consider now the following strings (using ASCII code as alphabet):
s = sea and t = son. We apply the operation append over them, thus obtaining its
associated integer.

= [s] =
[sea] = (cod( ) — 1)1282 + (cod(e) — 1)128 + (cod(a) — 1) =
(115 — 1)1282 + (101 — 1)128 + (97 — 1) =
1880672

= [t] =
[son] = (cod( ) — 1)1282% + (cod(0) — 1)128 + (cod(n) — 1) =
(115 —1)1282 + (111 — 1)128 + (110 — 1) =
1881965

" st =
[season] = (cod(s) — 1)128° + (cod(e) — 1)128* + (cod(a) — 1)128° + (cod(s) —
1)1282 + (cod(0) — 1)128 + (cod(n) — 1) =
(115—1)128°+(101—1)128%4(97—1)1283 4 (115—1)1282+(111—1)128+109 =
3944056928109

We define now the ordering relation on S that compares strings s,¢ € .S:
s<t < [s] < [t]

Then, the supremum of S is the empty string . The image of the application of
append to strings sea and son from Example 2.4.5, this is s - t = season is less or
equal than s and ¢, that is (by the definition of S), [s-¢] < [s] and [s - t] < [¢].
By Theorem 2.4.3, we have that S is bijective with N. Then, the completion of S,
S = SU{inf(S)}, is bijective with the completion of N, (NU{in f(N)}), expressed also
as W (|[RD08, RR09|). Furthermore, since we know that (W, <) = (NU{inf(N)}, <)
is a multi-adjoint lattice, then so is S17.

Once proven that S is a multi-adjoint lattice by using a bijective application
to the multi-adjoint set W, by Theorem 2.4.2 we know that the cartesian product
VY x § is also a multi-adjoint lattice. This lattice is very useful to generate declarati-
ve execution traces of a multi-adjoint logic program with more detail that the ones
generated with ¥V x W. Now, together with the length of the derivation, we also re-
port explicitly the rules and the connectives evaluated until reaching each (possible)

answer.

17Tt can be easily checked that &appenda is actually an adjoint conjunction in lattice S.
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To summarize, in this Section we have justified the multi-adjoint character of
many lattices, thus allowing the development of interesting applications in MALP.
These applications include the debugging and generating of execution traces, as we

describe more precisely in Section 3.6.
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Capitulo 3

Programacion logica

multi-adjunta

En el presente capitulo introducimos el paradigma de programacién légica multi-
adjunta, o MALP (véase su formulacion original en [MOV01d, MOV0lc|, o bien
una descripcion basada en conjuntos difusos, en [MPV14c]), sobre el que hemos
realizado el grueso de nuestra investigacion a lo largo de esta tesis. Dicho lenguaje
tiene como proposito, al igual que otros modelos junto a los que se enmarca, la
introduccién de conceptos propios de la logica difusa dentro de la bien conocida
programacion logica.

El motivo principal por el que hemos centrado nuestra investigaciéon en el marco
de la la programaciéon multi-adjunta es que ésta constituye un marco muy general
capaz de subsumir otros lenguajes logico difusos, lo que lo hace muy atractivo para
realizar diversas investigaciones —desde transformaciéon automética de programas a la
demostracién de propiedades— que, a su vez, podrian ser aplicadas a estos lenguajes,
considerados como instancias del lenguaje multi-adjunto.

Esta generalidad se traduce también en un alto nivel de expresividad, que facilita
enormemente la implementacién de problemas del mundo real.

A las caracteristicas de generalidad y expresividad se suma la de contar con una
seméntica operacional clara, requisito fundamental para la definiciéon de técnicas de
transformacion de programas que estan siendo desarrolladas en nuestro grupo de
investigacion. Cabe anadir que nuestro grupo ha participado activamente en la defi-
nicién del propio lenguaje MALP. En [JMP06¢c] y [JMP09c¢| se diseno la fase inter-
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pretativa y se formul6 su semantica declarativa por teoria de modelos, y en el trabajo
[MPV12a] se estableci6 la relacion entre la nocién de respuesta computada difusa y
consecuencia ldgica para este marco. En [MM09c, MM09a, MM09b, MMPV10b]
se define y refina la nociéon de coste computacional para MALP. Ademaés, en los
trabajos [MMPV1lc, MMPV11b, MMPV1la, MPV12b], de los que soy coautor, se
elaboran reticulos que permiten documentar la ejecuciéon de un objetivo.

Estructuramos la descripcion del lenguaje MALP del siguiente modo. En primer
lugar, en la Seccion 3.1 detallamos su sintaxis, seguida por su semantica operacional
en la Seccién 3.2. A continuacion, en la Seccion 3.3 abordamos su semantica decla-
rativa, tanto por modelo minimo como por punto fijo, y probamos su equivalencia
entre si y con la seméntica operacional. Después, analizamos las medidas de costes
computacionales en la fase interpretativa y proponemos una nueva regla para realizar
dicha fase —los pasos interpretativos cortos— En la seccion 3.7 referimos el trabajo
realizado en [MPV12b, MPV14b, JMV15], en el que desarrollamos un método para
introducir la nocion de (igualdad basada en) similaridad en el lenguaje MALP, en
primer lugar, que mas adelante automatizamos y extendimos al lenguaje FASILL,
que subsume al primero. Finalmente, tras un estudio sobre la inclusiéon de trazas de-
clarativas en las respuestas computadas mediante reticulos cartesianos [MMPV12al,
terminamos el capitulo mediante un esbozo de la descripcion de la logica difusa a
partir de la Teorfa de Categorias [EGH" 13a, EGHT 13b].

3.1. Comparacién con otros lenguajes

La programacion logica multi-adjunta (MALP), introducida en [MOV01d, MOVO0lc]|,
constituye una generalizacion de la programacion l6gica mondtona y residuada des-
crita en [DM00, DS00, DM01b, DM02, DMO04], la cual extiende a los programas
logicos probabilisticos hibridos de [DS00], los programas de bases de datos deduc-
tivas probabilisticas de [LS01a], los programas logicos probabilisticos ordinarios de
[LukO01] y los programas del marco de deduccién cuantitativa de [VE86] (que, por su
parte, extienden a los programas de [DLP91]).

Esto hace de MALP un paradigma extremadamente flexible dentro de la pro-
gramacion logica difusa. Como lenguaje basado en reglas asociadas a un grado de
verdad, también mejora antiguas aproximaciones (véase, por ejemplo, el sistema
Prolog—Elf de [IK85], el sistema Fril de [BMP95| y variantes difusas de Prolog pro-
puestas en [LL90, VP96, GMV04]).
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Como se ha indicado, el marco multi-adjunto no es el dnico en su campo. El
creciente interés por modelos de razonamiento capaces de trabajar con informacion
“imperfecta” ha propiciado el desarrollo de un gran nimero de propuestas para la
integracion del razonamiento aproximado en el contexto de la programacion logica
(clasica). De todas las aproximaciones, algunas no quedan subsumidas por el para-
digma multi-adjunto. Tal es el caso de la programacion logica basada en similaridad
[Ses02, JRO6a] y la programacion logica anotada [KS92]. Con respecto al primer ti-
po, encontramos que en [MOV04]| se establecen ciertas correspondencias con MALP,
aunque utiles anicamente a nivel teérico. En particular, se ha probado que la seméan-
tica producida por los métodos de unificacion y resolucion basados en similaridad de
[Ses02, JRO6a] se pueden replicar mediante el mecanismo procedimental de los pro-
gramas logicos multi-adjuntos ampliado con reglas con pesos especiales que emulan
ecuaciones de similaridad [MPV12b, JMPV14].

Una de las principales limitaciones de la mayoria de los marcos difusos (inclu-
yendo MALP) es la carencia de cualquier forma de negacion no mondétona, si bien
no es el caso del que se presenta en [Str05a, LS05], otro marco muy general cuyos
programas logicos normales permiten capturar, entre otros, el marco de la deduc-
cién cuantitativa de [VE86], el marco posibilista de [DLP91], el marco de las bases
deductivas de datos de [LS01b] y la programacioén logica difusa de [VojO1].

Por todo ello, para los programas logicos anotados de [KS92] y especialmente para
la més reciente version de [Str05a, LS05], que contempla programas de sintaxis muy
sencilla, pasamos a valorar las ventajas e inconvenientes que comporta el lenguaje
MALP. Tal y como se recoge en[Penl0], si comparamos esta aproximacién con la

programaciéon multi-adjunta podemos observar:

= Expresividad. Lo mas reseniable en este apartado es la capacidad de lenguajes
basados en birreticulos ([Fit91]), que son capaces de utilizar la negacion no
mono6tona. Mediante este mecanismo estos lenguajes incorporan junto a los
grados de certeza, la nocién de grado de duda. En contraste, MALP no es
capaz de manejar agregadores no monotonos en los cuerpos de las reglas y
se basa exclusivamente en grados de certeza. En parte, esta limitacion del
marco multi-adjunto se ha tratado en [DMOO07], donde se han empleado multi-
reticulos y multiples tipos. No obstante, este resultado sigue siendo menos

expresivo que el desarrollado por [Str05a, LS05].

= Sintaxis. La sintaxis empleada en [Str05a, LS05] para definir las reglas de
programa es A < f(Bi,..., By,), donde A y B; son, evidentemente, atomos, y
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f es un operador asociado a una funcion de verdad y que, en ultima instancia,
es el resultado de combinar otros operadores del cuerpo de la regla. Como se
muestra en [DMOO0T], esta sintaxis es muy parecida a la empleada por MALP
donde, si bien los cuerpos de las reglas tienen, en principio, una forma mas
general, en [GMO08a] se presenta una transformacion (“agregacion”) que adapta
las formulas de MALP a este formato més sencillo. La diferencia mas notable
en este aspecto radica en una limitacion fundamental de [Str05al, consistente
en que no se admiten simbolos de funcion. Méas aun, los autores de dicho
marco limitan su atencién al caso proposicional, de modo que en este aspecto

su sintaxis es mucho menos rica que la de MALP.

= Semantica Procedimental. En este apartado surgen las mayores diferencias.
Aqui, el modelo de [Str05a, LS05| utiliza un procedimiento de resolucion de
arriba-abajo para programas logicos normales (estudiados también en [LS02b,
LS05]) sobre reticulos y birreticulos. La ventaja de este método radica en que se
puede adaptar a diversas seménticas, como la de Kripke-Kleene o la semantica
Bien-Fundada (véase [LS03, LS04]). Este procedimiento, sin embargo, se aporta
en forma de algoritmo. Esto queda lejos de la claridad y formalidad empleada
en MALP, que se basa en un sistema de transicion de estados, un sistema
que facilita enormemente las técnicas de transformacion de programas y el
estudio de las relaciones entre la seméntica de los programas transformados y

los originales.

A raiz de estas observaciones, concluimos que el marco de [Str05a, LS05] es una
aproximacion logico difusa atractiva, especialmente por su uso de birreticulos y la
negacion no monoétona, a la que atin le queda por superar el caso proposicional y per-
mitir simbolos de funcién. Seria, por tanto, interesante extender nuestros resultados,
mediante las técnicas de transformacion de programas estudiadas en nuestro grupo
de investigacion, al maco contemplado en [Str05a, Str05b, LS02b, LS03, LS04].

Por ello, y como detallamos con mayor profusion en la Seccion 2.3, cabe afirmar
que el lenguaje multi-adjunto es probadamente potente y expresivo en comparacion
con otros dentro de la programacion logica difusa. No s6lo eso, también es capaz de
adaptar gran nimero de otros lenguajes y conservar su seméntica. Es, por tanto,
el marco (mas general) elegido para formular diversas técnicas de transformacion
de programas, para las que algunas de las novedosas técnicas de mediciones de
coste que presentamos en este trabajo resultan cruciales; asi como para estudiar

sus propiedades de correcciéon, completitud y eficiencia, propiedades sobre las que
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también hemos conseguido importantes avances en el dmbito de esta tesis, ya sea
a través de reductantes (generales) para asegurar su completitud, como a través de
técnicas de tabulacién y desplegado para mejorar su eficiencia.

Sintaxis de la programacién légica multi-adjunta

Ahora que hemos ubicado el esquema multi-adjunto en el contexto de la programa-
cion logica difusa, abordamos la descripciéon de sus principales rasgos, concretamen-
te, de su sintaxis, tal como se recoge en [MOV01d, MOV0lc, MOV01b, MOVO0la,
MO02, MOV04, MO04, DMOO07]. Los programas MALP se basan en un lenguaje
de primer orden L construido a partir de los elementos de una signatura . Esta
signatura contiene variables (un nimero infinito numerable de ellas), simbolos de
predicado, simbolos de funcion, constantes (que pueden considerarse como simbolos
de funcion de aridad 0), cuantificadores (V y 3) y un namero arbitrario de conec-
tivas (representadas por @). Los elementos del lenguaje, como términos y atomos,
se construyen como es comin en los lenguajes logicos. Los 4tomos se unen entre si

mediante conectivas formando reglas y formulas. Las conectivas se clasifican en:

A1, Noy, oo, Nk (conjunciones)

Vi, Vo, ..., V| (disyunciones)

1, <2, ..., 4 (implicaciones)

@, @y, ..., @, (agregadores)
De manera general distinguimos entre implicaciones (1,42, ..., 4m), ¥y las demas
conectivas, que agrupamos bajo el nombre de agregadores y sirven para combinar ato-
mos y propagar sus grados de verdad. Denotamos los agregadores con @1, Q,, ..., Q,,
e incluyen conjunciones (A1, Ag, ..., Ag), disyunciones (V1, Va,..., V) y cualesquie-

ra otros operadores hibridos —como la media aritmética, en caso de que el reticu-
lo asociado al programa sea el intervalo real [0,1]. Los agregadores se distinguen
por su aridad (el nimero de pardmetros que aceptan) y por su funcion de verdad,
que es una funcion definida en un reticulo L asociado al programa MALP, defi-
nida como @ : L™ — L, para la conectiva @, de aridad n. Ademas, la funcién
de verdad de todo agregador es monodtona y satisface las condiciones de frontera
@(T, o, T)=T, @(L7 ...,L) = 1. Se da también que las conjunciones A; satisfa-
cen Ai(T,v) =v=A;(v,T),Yv € L,Vi,i =1,...,k, y las disyunciones V, satisfacen
Vi(L,v) =v=V(v, L), Vi,i=1,...,L
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Para dotar de mayor expresividad a esta sintaxis, generalizamos las conectivas A;,
V; y @;, que son operadores binarios, para que acepten cualquier nimero de argumen-
tos. Asi, escribimos @;(z1,...,2,) en lugar de @Q;(x1,@Q; (x2,..., Q;(zp—1,2y)...)).
Mantenemos los paréntesis por no poder garantizar la asociatividad (ni la conmuta-
tividad) de algunas conectivas.

Todo programa MALP estéa asociado a un reticulo multi-adjunto (L, <) equipado
con una coleccién de pares adjuntos (<, &;), donde cada &; es una conjuncién?
ligada a la evaluacion del modus ponens. Asi, el lenguaje £ también admite elementos
« € Ly, a modo de conectivas, las conjunciones adjuntas &;. En la mayoria de los
ejemplos de esta tesis utilizamos el intervalo real [0, 1] con el orden usual, si bien a
un programa puede asociarse cualquier reticulo completo que disponga al menos de
un par adjunto (&;, ;).

En MALP se llama regla a una formula del lenguaje £ de la forma A + B, donde
A es una foérmula atéomica (un dtomo), llamado cabeza, y B, que llamamos cuerpo,
es una féormula construida a partir de féormulas atéomicas By,...,B, —n > 0 -y
grados de verdad del reticulo, unidos por conjunciones, disyunciones, agregadores y
conjunciones adjuntas. En caso de que el cuerpo esté vacio la regla recibe el nom-
bre de hecho. Un objetivo es una féormula construida como un cuerpo y planteada
como una pregunta al sistema. Las variables que aparezcan en las reglas se suponen
universalmente cuantificadas.

El reticulo multi-adjunto asociado a un programa multi-adjunto sirve para in-
terpretar las formulas del lenguaje. Su definicion formal puede verse en el capitulo
previo (Definiciéon 2.4.1). Definimos ahora los conceptos de programa logico multi-
adjunto tal y como se recoge en [MOVO04], entendido como un conjunto de reglas
logicas asociadas cada una a un elemento del reticulo multi-adjunto que es su grado
de verdad.

Definicién 3.1.1. Un programa légico multi-adjunto es un conjunto P de reglas de
la forma (A+; B;v) verificando:

i) A es una formula atémica (llamada cabeza).

i1) B es una formula arbitraria, llamada cuerpo, construida con formulas atomi-
cas Bi,...,Bp,n >0 y cualesquiera conjunciones, disyunciones, agregadores,

grados de verdad o € L y conjunciones adjuntas &;.

1Procuramos reservar el simbolo &; para estas conjunciones adjuntas a fin de distinguirlas de
otras conjunciones del lenguaje.
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iii) v € L es el grado de verdad de la formula ldgica A+; B,donde (L,<) es el

reticulo multi-adjunto asociado a P.

Llamamos hechos a las reglas cuyo cuerpo es T (consideraremos en este caso que
son reglas con cuerpo vacio).

Definimos el Universo de Herbrand U, de un programa légico multi-adjunto
P como el conjunto de todos los términos béasicos (sin variables) que se pueden
construir en su lenguaje P, y su Base de Herbrand B, como el conjunto de todos
los 4tomos que se pueden construir tomando un predicado de la signatura > con
argumentos en el Universo de Herbrand, esto es, todos los 4tomos bésicos que se
pueden construir en £. Con estos dos conceptos, definimos una interpretacion de
Herbrand difusa®, T, como una aplicacién de la base de Herbrand en el reticulo
multi-adjunto de grados de verdad L, y decimos que el grado de verdad de un
atomo basico A € B es un elemento Z(A) € L. Dada una asignacion ¢ que asocia
variables a términos, la valoracion de una férmula bajo una interpretacion se obtiene

por induccién estructural sobre la complejidad de esta féormula:

Ilp(ts,. ...t = Z(p(tr0, ..., t.0)),
T(Q(Ay,..., A9 = QIT(AN), ..., T(A))),
T(A-B)WY] = Z(A)]I(B)[0),
T((V2)A)W] = inf{Z(A)[P] |9 z-equivalente a ¥},

donde A y A; son, como es costumbre, férmulas atéomicas, p es un simbolo de pre-
dicado, @ un simbolo de conectiva, B una férmula que hace de cuerpo, A cualquier
formula, y por @ denotamos la funcion de verdad de la conectiva @ . Omitiremos
en la interpretacion de una féormula cuando su valoracion no sea relevante.
Empleamos teorias difusas como medio de describir aquellos problemas reales de

los que s6lo dispongamos de un conocimiento vago o incierto.

Definicion 3.1.2. Una teoria difusa es una funcion parcial T que asocia a cada
formula un elemento (grado de verdad) del reticulo L.

Un programa multi-adjunto, P, es una teoria difusa tal que el dominio, dom(P),
es un conjunto finito de reglas y L es un reticulo multi-adjunto equipado con varios

pares adjuntos.

2Véase la Seccion 3.3 posterior para mas detalle.
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Un programa logico multi-adjunto, por tanto, puede verse como un conjunto de pares
(R;r), donde R es una regla y r = P(R) € L es su grado de verdad, que expresa la
confianza que el usuario del sistema tiene en la regla R. A modo de mnemotécnico
y para simplificar la sintaxis, escribimos “R with »” en lugar de (R;r). Los grados
de verdad deben ser asignados axioméaticamente por un experto.

Una interpretaciéon de Herbrand Z es un modelo de Herbrand de una teoria di-
fusa P si para cada regla R € dom(P), Z(R) > P(R). Decimos entonces que la
interpretacion Z satisface al programa P.

Los pares adjuntos (&;, ;) cumplen la propiedad adjunta (véase la Definicion

2.4.1). Por ello satisfacen la regla de inferencia del modus ponens (generalizado):

(A=iB;z)  (Byy)
<A; fﬂ&iy>

Esto es, si una interpretacion Z es un modelo de A<—; B (es decir, Z(A<+; B) = x)
y de B (es decir, Z(B) = y) entonces Z es un modelo de A (esto es, Z(A) = z&;y).
Demostramos la correccion del mecanismo operacional como sigue: z < Z(A<; B) =
Z(A)«; I(B) < Z(A)+; y, ya que “4;” es no-creciente en su segundo argumento y
Z(B) = y; entonces, por la propiedad adjunta, Z(A) = z&;y.

La semantica declarativa de los programas logicos multi-adjuntos esté definida
en [MOVO04] en términos del operador de punto fijo. En la Seccién 3.3 de esta tesis
abordamos ésta y otras seméanticas del lenguaje multi-adjunto, junto a las relaciones

entre ellas.

3.2. Semantica operacional basada en un sistema de

transcion de estados

Al contrario que en la programacion logica clasica, donde el mecanismo operacional
se basa en refutacion, en [MOV01d, MOV04] se ha definido la seméntica operacional
del lenguaje 16gico multi-adjunto como un sistema de transiciéon de estados dividido
en dos fases. En la primera de ellas, denominada fase admisible, se aplican pasos
admisibles en los que se explotan los atomos del objetivo. La siguiente fase, deno-
minada fase interpretativa, consiste en la explotacion de los agregadores mediante

pasos interpretativos. Parte del trabajo realizado en esta tesis se centra en la me-
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jora y reformulacion de la fase interpretativa de este lenguaje, como explicamos en

capitulos posteriores.

3.2.1. Pasos admisibles

Detallamos aqui los conceptos de paso de computaciéon admisible difuso, derivaciéon
admisible difusa y respuesta computada difusa, de forma parecida a como se hace
en [MOV04].

El mecanismo operacional que definimos a continuacién es un proceso de razo-
namiento que implementa una generalizacion del modus ponens y proporciona una
cota inferior del grado de verdad del objetivo bajo cualquier modelo del programa.

A partir de un objetivo, en cuyo contexto se ha seleccionado un atomo A, si
existe una regla (A’«<;B;r) del programa y una sustitucion § = mgu({A = A'})3,
damos un paso admisible al reemplazar A por la expresion (r&;B)0 en el contexto
del objetivo de partida.

La repeticion de este proceso toma el nombre de derivacion admisible, y termina
cuando se obtiene una féormula que no contiene ningtn atomo. La féormula resultante,
que contiene grados de verdad y agregadores, se interpreta en el reticulo asociado
obteniendo un tnico grado de verdad. Se garantiza que dicho grado de verdad es,
efectivamente, una cota inferior del grado de verdad del objetivo gracias a la propie-
dad adjunta del par (+;, &;).

El mencanismo procedimental, descrito a continuacién, busca obtener una cota
de la respuesta computada difusa 6ptima para la pregunta planteada [MOO02]. En
este contexto, una computacion es un proceso dividido en dos fases procedimentales.
La primera de tipo operacional y la segunda de tipo interpretativo. Esta separa-
cion, si bien no es necesaria (existen otros lenguajes, como los contemplados en
[VP96, Voj01], donde se combinan ambas fases), permite simplificar las definiciones
subyacentes.

Para la formalizacion del concepto de computacion admisible difusa, denotamos
por C[A] o, més generalmente, C[A1, ..., A,], una L-formula donde A, 0 A4,..., A,
son subexpresiones (normalmente atomos) que aparecen en el contexto —posiblemente
vacio— C[ ]. Ademas, usamos la expresion C[A/A’] (y su extension respectiva) para

significar el reemplazamiento de A por A’ en el contexto C[ ].

3Por mgu(E) denotamos el unificador mds general de un conjunto de expresiones E.
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Definicion 3.2.1. Sea Q un objetivo y o una sustitucion, un estado es un par
(Q;0). Sea £ el conjunto de estados. Dado ahora un programa multi-adjunto P, de-
finimos una computaciéon admisible difusa como un sistema de transicion de estados,
cuya relacion de transicion —as C (€ x &) es la menor relacion que satisface las
siguientes reglas admisibles:

Regla 1.

(1) A es el dtomo seleccionado

en Q
(Q[A]; 0) = as((Q[A/v&;B])0;00) si ¢ (2) 6 =mgu({A = A})

(3) (A'«B;v) en Py B no
es vacio.

Regla 2.

(1) A es el dtomo seleccionado en Q
(Q[A]; 0)—=as((Q[A/V])0;00) si (2) 0 =mgu({4 = A})
(3) (A'+—;v) en P.

Regla 3.

(1) A es el dtomo seleccionado en Q
(QAL; o) as((Q[A/L]);0) si (2) no existe regla en P cuya cabeza

unifique con A.

Los conceptos comunes de la programacion logica difusa, como el de derivacion o
paso de derivacion, se adaptan de manera muy natural al marco multi-adjunto. Por
tanto, se ha obviado hasta ahora que las variables en las formulas son renombradas
al aplicarse los pasos de computacion.

Obsérvese el efecto que tiene la Regla 3, que permite contemplar posibles pasos
de fallo o, dicho de otro modo, permite continuar una derivacién atin cuando falle un
subobjetivo. Esto distingue especialmente el marco MALP sobre la programaciéon
logica pura, en la que los subobjetivos fallidos hacen fallar todo el objetivo principal.
La justificaciéon de este comportamiento radica en que en el caso de MALP un
subobjetivo F' puede fallar (su grado de verdad puede ser el infimo) y no asi el
objetivo en que se inserta, pues F puede estar conectado al resto de la férmula
mediante conectivas distintas de la conjuncion (al contrario que en programacion
logica clasica).
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En adelante, mediante la notacion — 451, — 452 ¥ — 453 nos referirnos explici-
tamente a la aplicacion de cada una de las reglas admisibles arriba formalizadas.
Ademas, anotaremos si procede qué regla del programa se ha empleado en cada paso
de computacion mediante un superindice sobre estos simbolos. Como es usual, ade-
mas, un nimero n sobre estos simbolos (como en —7; o) denota la aplicacién sucesiva
de n de estos pasos, y con —% ¢ nos referimos a una secuencia arbitaria de cero o
mas pasos.

Definicion 3.2.2. Sea P un programa y Q un objetivo. Una secuencia & —as

&1 —=%g En es una derivacion admisible completa o de éxito si:
1. & = (Q;id), donde id es la sustitucion vacia;
2. para cada 0 <i<mn, & —as i1 es un paso de derivacion admisible;
3. £, =(Q0) y Q es una L-formula que no contiene dtomos.

Obsérvese que una L-formula sin dtomos, a la que se ha llegado a partir de un
objetivo tras una secuencia de pasos admisibles, puede ser interpretada directamente
en el reticulo multi-adjunto L. Atendiendo a este resultado, extendemos la nocién
de respuesta computada de acuerdo a la siguiente definicion, donde Var(s) denota al
conjunto de variables distintas que aparecen en s, y 8[Var(s)], la sustitucion obtenida
a partir de 6 sobre Var(s).

Definicion 3.2.3. Sea P un programa ldgico multi-adjunto y Q un objetivo. Una
derivaciéon admisible es una secuencia (Q;id) —% ¢ (Q';6). Cuando Q' es una for-
mula que no contiene dtomos, el par (Q';0), donde o = 0[Var(Q)], se denomina
una respuesta computada admisible (a.c.a., admissible computed answer ) para esta
derivacion.

Definicion 3.2.4. Sea P un programa multi-adjunto y Q un objetivo. Dada una
derivacion admisible (Q;id) —%¢ (Q(r1,...,r);0), con r; € L para todo i €

{1,...,n}, el par (Q(rq,...,rn);0), donde o = 0[Var(Q)], es una respuesta compu-

tada difusa (f.c.a., del inglés fuzzy computed answer) para esta derivacion.

Tlustramos las ultimas definiciones por medio del siguiente ejemplo.
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Ejemplo 3.2.5. Sea P el programa logico multi-adjunto que sigue,

Ri:
Ro :
Rs :
Ry :

Rs:

P(X) proa (X, Y) Aer(Y)  with 0.8
q(a,Y) ¢proa 5(Y) with 0.7
q(Y,a) < 1ua r(Y) with 0.8
r(Y) with 0.7
s(b) « with 0.9

para el que las etiquetas prod, G y luka significan logica del producto, logica de

Godel y logica de Lukasiewicz respectivamente. Esto es, &pmd(m, y) = xy, Az, y) =
min{z,y}, ¥y &iual(z,y) = max{0,z +y — 1}.

En la siguiente derivacion admisible para el objetivo <—p(X)Aer(a) y el programa

P, subrayamos la expresion seleccionada en cada paso admisible:

(p(X) Ne r(a); id)—a51™

donde

0.8&proa(q(X1, Y1) Ac 7(Y1))) Ac 7(a); o1)
prod((0.7&proas(Y2)) Ne 7(Y2))) Ae 7(a); 02)

(
((
prod((0.7&pr0a0.9) Ag 7(b))) A¢ 7(a); 03)
((
((

R

o
o
&

—AS1

o)
&

Ra

—a82 0.8&proa ((0.7&pz0a0.9) Ag 0.7)) Ag r(a); o)

Ra

((
((
—as2™ {(0.
((
((

—AS2 0~8&prod 0. 7&prod0 9) Ne 0. 7)) Ne 07, 0'5>

o1 = {X/X,}
oy = {X/a, X1/a, Y1) Ya}

o3 = {X/a, X1/a, Y1 /b, Ya/b}
o1={X/a, X1/a,Y1/b,Ya/b,Y3/b}

o5 =1{X/a, X1/a,Y1/b,Ys/b,Ys/b,Y1/a}

Entonces, la respuesta computada admisible para esta derivacion admisible es el par
((0.8&proa((0.7&pr0a0.9) Ag 0.7)) A 0.7; 05). Ademds, la respuesta computada difusa
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es el par (0.504,{X/a}), ya que:

Z((0.8&proal (0.7&proa0.9) A 0.7)) Ag 0.7) =
(0.8&proa((0.7&proa0.9) Ag0.7)) Ac0.7 =

0.504A¢0.7 =

0.504

y osVar(Q)] = {X/a}.

3.2.2. Pasos interpretativos

Como se ha indicado anteriormente, durante la fase operacional, la aplicacion de
pasos admisibles provoca que eventualmente se exploten todos los &tomos de un ob-
jetivo. Llegamos entonces a una féormula que no contiene atomos sino grados de ver-
dad unidos por agregadores que puede ser interpretada en el reticulo multi-adjunto
asociado L.

Esta fase interpretativa fue disefiada en [JMPO06¢] por nuestro grupo. Tiene forma
de sistema de transicion de estados, al igual que la fase operacional. De este modo
nos desprendemos de elementos “ruidosos” como la funcién de seleccion (para esta
fase interpretativa) y los correspondientes resultados de independencia.

Abordamos ahora las nociones de paso de computacién interpretativo y deriva-

cion interpretativa, y repasamos en estos términos la de respuesta computada difusa.

Definicién 3.2.6 (Paso interpretativo). Sea P un programa, Q un objetivo y o una
sustitucion. Formalizamos la nocion de computacion interpretativa como un sistema

de transicion de estados, cuya relacion de transicion —rsC (€ x £) se define como

(Q[A(ry, )]s 0) =15 (Q[A(r1,12)/Q(r1, 72)]; )

donde @ es la funcion de verdad de la conectiva @ en el reticulo (L, <) asociado al

programa P.

Definiciéon 3.2.7. Sea P un programa y (Q;0) una respuesta computada admi-
sible (a.c.a.), es decir, Q es un objetivo que no contiene dtomos. Una derivacion

interpretativa es una secuencia (Q;0) =74 (Q';0).
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En adelante, por derivacion completa nos referimos a la secuencia de pasos ad-
misibles/interpretativos de la forma (Q;id) —% ¢ (Q';0) —7¢ (r;0), donde los pares
(Q50Var(Q)]) vy (r;o[Var(Q)]) son, respectivamente, la a.c.a. y la f.c.a. para la
derivacién. Cuando convenga la denotaremos por (Q;id) =g g (r;0) y (r;o) serd

la respuesta computada difusa de la derivacion correspondiente.

Ejemplo 3.2.8. Completamos ahora la derivacion previa del Ejemplo 3.2.5, ejecu-
tando los pasos interpretativos necesarios para obtener la respuesta computada difusa
(f.c.a.) con respecto al reticulo ([0, 1], <).

((0.8&proal (0.78pr0a0.9)&60.7))&c0.7: { X /a}) —>15
((0.88peoa(0.638&60.7))&eg0.T; { X /a}) =1
((0.88p£0a0.63)&40.7; { X /a}) =15

(0.504860.7; {X/a}) =15

(0.504; {X/a})

Entonces la f.c.a. para esta derivacion completa es el par (0.504; {X/a}).

3.3. Semanticas declarativas por teoria de modelos

y punto fijo

Junto a la seméantica operacional descrita en la seccion anterior, se han desarrollado
otras semanticas para la programacion logica multi-adjunta, entre las que destacan
las seménticas declarativas por punto fijo (formalizada por los propios creadores del
lenguaje MALP en [MOVO04]) y por teoria de modelos propuesta por miembros de
nuestro grupo en el trabajo [JMP09c]. Al contrario que la seméantica operacional,
que da las pautas del funcionamiento de un programa, las semanticas declarativas
buscan dar significado a dicho programa.

En esta seccion, partiendo del trabajo realizado en [Penl0], repasamos a las nocio-
nes bésicas y caracteristicas principales de ambas semanticas, asi como exploraremos
las equivalencias existentes entre ellas y con la semantica operacional.

Introducimos a continuacién las definiciones formales, desde un punto de vista

semantico, de interpretaciéon, de modelo y de operador T» de punto fijo para un
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programa P logico multi-adjunto, de forma similar a como se hace en [MOVO04].
Presentaremos también ejemplos donde concretaremos los puntos fijos de este ope-
rador.

Definicién 3.3.1. Una interpretacion de Herbrand difusa® es una aplicacion T :
Bp — L, donde Bp es la base de Herbrand del programa P y (L, <) es el reticulo

multi-adjunto asociado a dicho programa.

Una interpretacion de Herbrand, Z, se extiende de manera natural al conjunto de
formulas basicas del lenguaje. Para interpretar una formula A no bésica (cerrada, y

universalmente cuantificada en el caso del lenguaje multi-adjunto), basta tomar
Z(A) = inf{Z(AE) | A es una instancia basica de A}

Llamamos H al conjunto de interpretaciones de Herbrand. El orden de H esté indu-

cido por el orden del conjunto L:
Ij < Ty <— IJ(F) < Ik(F),VF € Bp

Es sencillo comprobar que (H,<) hereda la estructura de reticulo completo del
reticulo (L, <).

Definiciéon 3.3.2. Una interpretacion T satisface una regla (A<; B;v) si, y sdlo
si, v < I(A«; B). Una interpretacion I es un modelo de Herbrand® de P si, y solo

si, I satisface todas las reglas de P.

Por otra parte, en un reticulo completo (L, <), se dice que una funcion f: L — L
es monotona si, y solo si, Vo,y € Lix < y = f(z) < f(y). Un punto fijo de
una funcion f se define como un elemento x € L tal que f(z) = z. Recogemos a
continuacion el siguiente teorema de Knaster-Tarski (véase [Tar55]) para el estudio

de puntos fijos®.

Teorema 3.3.3. Sea f una funcion mondtona sobre un reticulo completo (L, <).

Entonces, f tiene un punto fijo.

4En ocasiones, diremos so6lo interpretacién por abreviar y pese a que sblo consideramos inter-
pretaciones de Herbrand. Es decir, basaremos la seméantica declarativa por teoria de modelos en las

interpretaciones de Herbrand.
5En ocasiones, diremos so6lo modelo.
60tros teoremas de punto fijo pueden verse en [KM97, Sto04].
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Se tiene que el conjunto de puntos fijos de f es un reticulo completo, por lo que
existe el menor punto fijo de f, y se puede obtener iterando f sobre el elemento
1 € L. Esto es, el menor punto fijo de f es el supremo de la sucesioén no decreciente
TQyeery TiyTitly---,LN,.-., donde xg = L y se da que para cualquier ¢ > 0,, ;41 =
f(z;), y para un indice determinado A, yx = sup{y; : f(y:) = yi, i > A}.

En la siguiente definicién recogemos la extension realizada en [MOV01d, MOV04]
del operador de punto fijo Tp definido por [EK76| para el lenguaje multi-adjunto.
Con este operador los autores aportan la semantica de un programa multi-adjunto
P que toman como el menor punto fijo de Tp. Esta construccion es equivalente a
la nocion de modelo minimo de Herbrand difuso, como recogemos en el Teorema

3.3.13.

Definicién 3.3.4. Sea P un programa ldgico multi-adjunto, T una interpretacion
de Herbrand y A una formula bdsica. Definimos el operador Tp como una aplicacion

en el conjunto de interpretaciones de Herbrand tal que para cada dtomo bdsico A
Tr(Z)(A) = sup{v&iI(BQ) | (H; B;v) € P,A= H0}

En [MOVO04] se demuestra también el resultado por el que Tp permite caracterizar

las interpretaciones que son modelo de P, que mostramos a continuacion.

Teorema 3.3.5. Una interpretacion I de Herbrand es un modelo de un programa
multi-adjunto P si, y sdlo si, Tp(Z) <ZI.

Entonces, tenemos que para todo modelo de Herbrand Z de P,
Tp(I)(A) = sup{v&;Z(Bb) | (H«; B;v) € P, A= HO} < I(A)

En general, la igualdad T»(Z)(A) = Z(A) no tiene por qué alcanzarse. Del mismo
modo sucede en el caso de la programacion légica pura, en la que el grado de verdad
de un atomo decrece conforme més se evalda el operador T’p sobre un atomo.
Ademas, puede existir mas de un tnico punto fijo tanto en la programacion logica
clasica como en la multi-adjunta, como ilustramos con el siguiente ejemplo (para el

caso clasico):

Ejemplo 3.3.6. Sea P el programa légico formado por la cléusula p(a)+p(a). La
base de Herbrand de P es el conjunto By = {p(a)} y los subconjuntos de la base de
Herbrand T; = @,T> = {p(a)} son los inicos modelos de Herbrand de P. Ambos son
puntos fijos del operador (de punto fijo) definido en [Llo87].
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El mismo ejemplo puede disenarse para el caso multi-adjunto de forma sencilla, sin
méas que entender que todo programa logico definido es ya multi-adjunto. En el

siguiente ejemplo aportamos un caso mas especifico:

Ejemplo 3.3.7. Considérese P el programa logico multi-adjunto formado por la ini-
ca regla (p(a)<—p(a);0.5) y con reticulo asociado el intervalo (|0,1], <). Sea (&g, <¢)
el par adjunto en ([0,1],<) de la ldgica de Godel, con funciones de verdad de &g y
< dadas por:

> . . T7 SZ. X S

&olwy) = infloy} y woey= { ’

Yy, en otro caso

Entonces, las interpretaciones I, Iy definidas por Zi(p(a)) = 0,Z2(p(a)) = 0.5 ve-

rifican:
Tp(Z1)(p(a)) = sup{0.5&Z1 (p(a))} = sup{0.5&0} = 0 = Z; (p(a))

Tp(Z)(p(a)) = sup{0.5&Ts(p(a))} = sup{0.5&0.5} = 0.5 = Ty(p(a))
y, por tanto, ambos son puntos fijos del operador Tp, resultando I, el menor punto
fijo.

Una vez introducida la seméntica de punto fijo, abordamos el otro modelo semantico
para la programacion logica multi-adjunta especialmente relevante para nosotros,
que es la seméantica por teoria de modelos. Esta seméantica declarativa se expresa en
términos del modelo minimo difuso (tal como se recoge en el trabajo [JMP09c|). Esta
semantica reproduce en el contexto difuso la construccion clasica de modelo minimo
de Herbrand (véase [L10o87]), aceptada generalmente como la semantica declarativa
de este tipo de programas.

En la dltima década se han realizado numerosas investigaciones de esta semantica
usando teoria de modelos ([VP96, Ses02, SOD09]) en el area de la programacion
logica difusa, aunque no concretamente para la programacion logica multi-adjunta.
Dicha “laguna” para este marco fue cubierta por la seméantica declarativa de [JTMP09c¢]
basada en lo que los autores llaman modelo minimo de Herbrand difuso y cuyas

nociones basicas exponemos a continuacién.

Definicion 3.3.8. Sea P un programa ldgico multi-adjunto con reticulo asociado
(L, <). La interpretacion Ip = inf{Z; : I; es un modelo de Herbrand de P} se dice

el modelo minimo de Herbrand difuso” de P.

"En ocasiones diremos s6lo modelo minimo difuso o modelo minimo.
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El teorema siguiente justifica la definicién de Zp como el modelo minimo de Herbrand

difuso.

Teorema 3.3.9. Sea P un programa légico multi-adjunto con reticulo asociado L.
La aplicacion Tp = inf{Z; : I; es un modelo de Herbrand de P} es el menor modelo
de P.

En dicho trabajo los autores demuestran este resultado, con la condiciéon esencial
de que el reticulo asociado al programa sea un reticulo multi-adjunto. Mostramos la

necesidad de esta hipotesis para el Teorema 3.3.9 en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.3.10. Si (&g, <) es el par de conectivas cuyas funciones de verdad

estan definidas por

T, stz <y

Yy, en otro caso

&G(x,y) =inf{z,y} y x3cy= {

no forman un par adjunto en el reticulo que se muestra en la figura posterior puesto
que, verificindose a&ed < 3, no se cumple a < B<-4.

T
Ri: (p ¢cq « /\
Ra: (¢ << B)

\L/

Ty |I2 | I3 | Za | I5 | Lo | I7 | Is | Lo | Tao | a1 | Ta2

Para el programa P dado, la tabla anterior muestra el conjunto K = {Z1,...,Z12}
de todos los modelos de Herbrand de P.
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En efecto, por definicion de modelo, Z; es modelo de Herbrand de la regla R s,
y solo si, B < Z;(q), por lo que Z;(q) puede tomar los valores 3,9, T € L. Ademds,
Z; es un modelo de Herbrand de R1 si, y sélo si, o < ITj(p<—c q) = Z;(p)<—c Z;(q).
Entonces, si fijamos como I;(q) uno de los valores anteriores, y anadimos la con-
dicion o < I;(p)<—¢ Z;(q), quedan determinados los posibles valores de Z;(p) y, en
consecuencia, los posibles modelos Z; € K.

Finalmente, es sencillo comprobar que el infimo de K es la interpretacion Ip tal
que Ip(p) = L yIp(q) = B, peroIp ¢ K, es decir, Ip no es un modelo de Herbrand
P.

Los conceptos de interpretacion y de modelo se pueden definir en términos conjun-
tistas. Asi, una interpretacion de P, en lugar de entenderla como una aplicacién, se
define como la correspondiente relacion binaria. En la siguiente proposicion justifi-

camos este hecho:

Proposicion 3.3.11. Sea P un programa légico multi-adjunto con reticulo asociado
(L,<). Sea T una interpretacion de Herbrand de P, es decir, una aplicacion T :

Bp — L. Entonces I determina una unica relacion binaria Ry C Bp X L.

Atendiendo a este resultado, es posible considerar una interpretacién de Herbrand 7
como un conjunto Rz (que, igualmente, denotaremos por Z cuando sea posible por
mor de la simplicidad).

Dado que cabe considerar cada modelo como un conjunto (en particular, un
subconjunto de Bp x L), entonces el modelo minimo corresponde a la interseccion

de todos los modelos, como expresa el siguiente teorema.

Teorema 3.3.12. El modelo minimo difuso de P es la interseccion de todos los mo-
delos de Herbrand P, es decir, I = NZ;, donde I; es un modelo de Herbrand de P,
para todo j.

Una vez expuestos los conceptos sobre los que se construyen la seméanticas de punto
fijo y de modelo minimo de Herbrand difuso para la programaciéon logica multi-
adjunta, pasamos a investigar las relaciones entre ambas seméanticas y con la seméan-
tica operacional descrita en la seccién anterior.

En primer lugar, corroboramos la equivalencia entre la seméantica declarativa por
modelo minimo difuso y la semantica de punto fijo construida en [MOV04] para la

programacion MALP.
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Teorema 3.3.13. Dado el programa ldgico multi-adjunto P con reticulo (completo)
asociado (L,<), Ip es modelo minimo de Herbrand difuso si, y sélo si, Ip es el
menor punto fijo de Tp.

Segun este resultado, la semantica declarativa de un programa loégico multi-adjunto
P se puede obtener mediante la iteracion del operador Tp sobre el infimo de inter-
pretaciones, esto es, la interpretacion que asigna 1 a todos los elementos de la base
de Herbrand. Obsérvese que Tp puede no ser continuo. En ese caso, y a diferencia de
la programacién loégica pura, puede ser necesario un niamero infinito no numerable
de iteraciones para alcanzar el punto fijo [MOVO01d].

En el ejemplo presentado a continuacion ilustramos esta equivalencia para un

programa multi-adjunto.

Ejemplo 3.3.14. Consideremos el siguiente programa légico multi-adjunto P for-
mado por hechos, reglas en la que podemos tomar cuerpo vacio o cuerpo con el

elemento T del reticulo asociado (L, <) determinado por el diagrama de Hasse de la

figura:

Ri: (p +¢e; 4 Ty | I |13 | Ta | T5 | L

Ra: (p <«¢; B) / \ ply |y |y | T|T|T

Ry: (¢ +¢; B) /@ q| Bl | T|B|v|T
1

Las funciones de verdad de las conectivas (&g, <—a) (que siguen la ldgica de Godel),
forman un par adjunto en el reticulo (L, <) escogido.

Para este programa existen seis modelos distintos (las interpretaciones de Her-
brand I, . .., Zs de la tabla anterior) siendo Ip = I; el modelo minimo de Herbrand
difuso. En efecto, se puede comprobar fdacilmente que Ip es el infimo del conjunto
de {I1,...,Zs}.

Ademds, resulta ser un punto fijo, puesto que
Tp(Zp)(p) = sup{akeT, B&e T} = sup{a, B} = v = Ip(p)

Tr(Zp)(q) = sup{B&: T} = B = Ip(q)
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y su unicidad es también sencilla de comprobar. Tengamos en cuenta que, como era
de esperar, Ip satisface los Teoremas 3.3.9 y 3.3.12.

Observamos, por otra parte, que la semdntica operacional (cuya equivalencia con
la de punto fijo se trata en [MOVO01d]) no goza en general (como ocurre en este
caso) de garantias de completitud: «, B son respuestas correctas para el programa P
y el objetivo p y, por tanto, v también es una respuesta correcta; sin embargo, vy no

es una respuesta computada.

Esta equivalencia entre ambas semanticas declarativas —las que se obtienen por punto
fijo y por modelo minimo—, lleva consigo otras implicaciones. A través de la equiva-
lencia contemplada en [MOV04] entre la semantica por punto fijo y la operacional,
resulta que la seméntica por modelo minimo es también equivalente a la operacio-
nal en los términos precisados en dicho trabajo. Es decir, la correcciéon fuerte esté
siempre garantizada, pero so6lo se alcanza la completitud aproximada incorporando
a los programas multi-adjuntos la nocién de reductante.

Pasamos ahora a caracterizar la nocién de respuesta correcta haciendo uso del
modelo minimo difuso. Ademéas, dado que en programacion logica pura el modelo
minimo de Herbrand no permite caracterizar completamente las respuestas correctas,
los resultados obtenidos en programacion légica multi-adjunta mejoran los clasicos
de la programacion logica®. Esta caracterizacion permite en la practica la obtencion
del conjunto de respuestas correctas de un programa a partir del modelo minimo

difuso, tal como ilustra el Ejemplo 3.3.17 de esta seccion.

Definicién 3.3.15 ([MOV04]). Sea P un programa multi-adjunto y G un objetivo.
El par (\;0) es una respuesta correcta para P y G si, y solo si, X\ < I;(G), para
todo modelo de Herbrand Z; de P.

El siguiente teorema caracteriza la nocion de respuesta correcta (A;6) en términos
del modelo minimo de Herbrand difuso, como anticipAbamos, a la vez que muestra
que Zp(GH) es la mejor respuesta correcta que puede obtenerse para el objetivo G

en el programa P.

Teorema 3.3.16. Sea P un programa multi-adjunto y G un objetivo. El par (\;0)
es una respuesta correcta para P y G si, y solo si, X < Ip(GE), donde Tp es el

modelo minimo difuso de P.

Para adaptar la notacién conjuntista usual de la programaciéon légica al contexto
multi-adjunto, escribimos (G6, ) € Zp si GO es un objetivo béasico Zp(GO) = a 'y

8En ello influira decisivamente el caracter no refutacional del lenguaje multi-adjunto.
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el modelo minimo difuso se concibe como un conjunto. La diferencia méas relevante
entre esta definicion de respuesta correcta con la dada para la programaciéon logica
clasica radica en el caracter refutacional de la resolucion-SLD, tal y como se indica
en [L1087], mientras que la del marco multi-adjunto no lo es. En el siguiente ejemplo

se ilustra cémo extraer las respuestas correctas dado el modelo minimo difuso.

Ejemplo 3.3.17. Para el programa P siguiente cuyo reticulo asociado (L, <) es el

considerado en el Ejemplo 3.5.14,

Ri: (pla) < ; a)

Rs: (q(a) < pla); )

es sencillo comprobar que el modelo minimo de Herbrand difuso Ip estd definido por
Ip(p(a)) = a, Zp(p(b)) = B, Zp(q(a)) = a, Ip(q(b)) = L. Entonces:

i) Para el objetivo p(a) se obtiene el conjunto de respuestas correctas

{\id) : A e Lx < a}

i) Para el objetivo p(b) se obtiene el conjunto de respuestas correctas

{(\jid): A€ LA < B}

iii) Para el objetivo q(a) se obtiene el conjunto de respuestas correctas

{\id) - he Lx < a}

1) Para el objetivo p(x), el conjunto de respuestas correctas es

{X0) - A e LA <TIp(p(x)0)} = {(L;{X/a}), (;{X/a}), (L; {X/b}), (B, {X/b})}

Recuérdese que el resultado de aplicar el modelo minimo Ip sobre p(x) nos
da Ip(p(x)) = inf{Zp(p(x)o) : p(z)o es bisica } =2 inf{Ip(p(a)),Zr(p(b))}
=inf{a,pf} = L.

9Las sustituciones contemplaran sélo términos del universo de Herbrand del programa en lugar

de variables.
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v) Para el objetivo q(x), el conjunto de respuestas correctas es
{(\0) s A e LA <Ip(q(x)0)} = {{a;{X/a}), (L; {X/b})}

De manera andloga al caso anterior, se tiene ahora que la interpretacion
Ip(q(x)) = inf{Zp(q(a)),Zp(q()} = inf{a, L} = L (resulta sencillo com-
probar que el modelo minimo ha de estar definido de este modo a partir de las
formaulas q(a), q(b)).

A continuacién aportamos la correcciéon de la seméntica procedimental mediante un
razonamiento similar al realizado por [L1o87] para la logica pura, con la diferencia

del caracter difuso y no refutacional, ya mencionado, de nuestro lenguaje.

Teorema 3.3.18 (Correccion parcial). Sea P un programa légico multi-adjunto, A
un objetivo atomico y (X; 0) una respuesta computada difusa para A en P. Entonces,

(A; 0) es una respuesta correcta para A en P.

Este resultado es demostrado formalmente en [Pen10]. La completitud de la seman-
tica operacional, por su parte, es demostrada en el siguiente siguiente, recogido en
[MOVO04]Cabe precisar que su justificacion emplea la nocion de reductante (véase
[MOV04, JMP06b, JMPO07a, JMP09al).

Teorema 3.3.19 (Completitud aproximada). Sea P un programa, A un dtomo
basico y (\;id) una respuesta correcta para A en P. Entonces, existe una secuencia
de respuestas computadas (A\;id) para A en P tal que A < sup{\, : n € N}.

Como se recoge en [MOO02|, en el caso proposicional se puede obtener la mayor
respuesta correcta (esto es, el supremo de las respuestas correctas) para un objetivo
A y un programa P mediante el operador T». Ademés, suponiendo terminacion y
continuidad, también se alcanza la mayor respuesta computada.

Con respecto a la nociéon de consecuencia ldgica, en [MPV12a] identificamos por
primera vez este concepto para el lenguaje MALP, y lo ubicamos en su seméantica
declarativa en relacion al de respuesta correcta. Damos a continuacion su definicién

en términos puramente multi-adjuntos.

Definiciéon 3.3.20. Sea P un programa ldgico multi-adjunto, y A = (A;«a) una
formula multi-adjunta. A es una consecuencia logica para P si, y sélo si, todo modelo
de P es modelo de A.
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El siguiente teorema, en el que se considera el modelo minimo de Herbrand
en lugar de todos los modelos, se demuestra facilmente sin més que considerar la
definicion de modelo minimo de Herbrand difuso.

Teorema 3.3.21. Sea P un programa multi-adjunto, y A una férmula multi-adjunta.
A = (A;a) es una consecuencia légica de P si y sdlo si Ip es modelo de A.

Los siguientes teoremas de [MPV12a] relacionan la nocion de consecuencia ldgica

con la de respuesta correcta en términos multi-adjuntos:

Teorema 3.3.22. Sea P un programa multi-adjunto, y G un objetivo. Si (\;0) es
una respuesta correcta para P y G, entonces (GO; \) es una consecuencia ldgica de

P.

Demostracion. Sea Tp es modelo minimo de P. Vemos que, por definicién de res-

puesta correcta se requiere que A < Zp(G#0). O

Teorema 3.3.23. Sea P un programa multi-adjunto, y A = (A; ) una férmula tal
que A es un objetivo. Si A es una consecuencia ldgica de P entonces el par {a;id)

es una respuesta correcta para P y A.

Demostracion. Por el Teorema 3.3.21, Zp es modelo de A, por lo que a < Zp(A4) v,

por tanto, {«;id) es una respuesta correcta para Py A. O

El siguiente teorema es la extension del dado por [Llo87], que caracteriza el
modelo minimo de Herbrand con el conjunto de férmulas de la base de Herbrand

que son consecuencias logicas de un programa:

Teorema 3.3.24. Sea Zp el modelo minimo de Herbrand de un programa multi-
adjunto P con reticulo asociado L. Entonces, Ip = {A = (4;a) € Bp : A es una

consecuencia logica de P}.

Demostracion. Si A € Ip C Bp x L, entonces a < Zp(A), de modo que A es una
consecuencia logica de P y esto muestra que Zp C {A € Bp : A es una consecuencia

logica de P}. La inclusion inversa es anéloga. O

Terminamos esta seccion indicando que en el trabajo [MPV14c|, hemos realizado
una reformulaciéon de la seméantica declarativa del lenguaje MALP empleando con-
juntos difusos. En particular, y siguiendo el estilo conjuntista de [L1087] el concepto

de interpretacion se ha tomado como un conjunto (en este caso, difuso) sobre la
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base de Herbrand difusa. En este caso, la relaciéon de orden entre interpretaciones,
T, <7, se desprende naturalmente de la relaciéon de inclusiéon de conjuntos difusos
71 C Z,. Con objeto de demostrar la correcciéon de esta aproximacion, reformulamos
todos los teoremas necesarios vistos en esta secciéon. En particular, probamos que el
modelo minimo de Herbrand difuso de un programa es, de hecho, la intersecciéon de
los modelos de dicho programa. Demostramos también que una respuesta correcta
(o una consecuencia logica) para la version sin conjuntos difusos de la seméantica de-
clarativa de MALP se corresponde a la respuesta correcta (o la consecuencia logica)
segun la nueva version con conjuntos difusos, asi como la correccion de la semantica
operacional con respecto a esta ultima semantica declarativa, o la equivalencia con

la seméntica por punto fijo.

3.4. Coste computacional de las derivaciones

En esta seccién nos centramos en medir de una manera 6ptima el coste del mecanismo
operacional de MALP. El calculo del coste computacional necesario para ejecutar un
objetivo en programacion declarativa consiste normalmente en contar el nimero de
pasos aplicados hasta alcanzar sus soluciones. Este método, que es suficientemente
preciso para la fase operacional, se vuelve inadecuado en la interpretativa. Para ello,
recogemos de [Morl3| una nueva medida de coste (interpretativo) méas refinada y
realista para calcular el esfuerzo computacional requerido para resolver un objetivo.
Este método (presentado por vez primera en [MMO09c|) mejora otras medidas de coste
més simples, propuestas también por nuestro grupo de investigacion, ya que tiene
en cuenta no sélo el nimero de pasos interpretativos dados durante las derivaciones,
sino también su complejidad (entendida como el namero de llamadas intermedias a
otras conectivas y a operadores primitivos).

La importancia que damos en este trabajo a la exactitud de la medida de coste
se justifica porque la correcta valoracion del coste computacional de la ejecucion
de programas puede jugar un papel muy importante para dotar de propiedades de
eficiencia a otras técnicas de transformaciéon de programas como plegado/desplegado,
evaluacién parcial, etc. Dichas técnicas, que estan siendo desarrolladas en nuestro
grupo, ya estan obteniendo interesantes resultados gracias, en parte, a que con la
medida de coste que proponemos aqui se muestra de una manera totalmente exacta
la pérdida o ganancia de eficiencia en los programas transformados.

A continuacion detallamos la medida del coste computacional de la ejecuciéon de
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programas logicos (y, por extension, en programas logico difusos) y explicamos con
detalle la medida més realista mencionada anteriormente.

Como ya se ha anticipado, una forma cléasica y sencilla de estimar el coste compu-
tacional asociado a una derivacion consiste en contar el niimero de pasos computacio-

nales llevados a cabo en ella. Asi, dada la derivacion D, definimos su:
= coste operacional, O.(D), como el namero de pasos admisibles en D.
= coste interpretativo, Z.(D), como el niamero de pasos interpretativos en D.

Sirva el ejemplo siguiente para ilustrar en la practica las medidas de coste O.(D) y
Z.(D) sobre la derivacion obtenida al ejecutar un objetivo sobre un programa logico
multi-adjunto.

Ejemplo 3.4.1. Sea P el siguiente programa légico multi-adjunto:

Ri: p(X) <+ &(VL(¢(X),0.6),r(X)) with 0.9
Ro: qla) <« with 0.8
Rs: r(X) <+ with 0.7

donde las etiquetas L, G y P aluden, respectivamente, a la 16gica de Lukasiewicz, la
logica de Godel y a la logica del producto. Ahora, podemos generar la siguiente de-

rivacion admisible (subrayamos el dtomo seleccionado en cada paso para una mayor
claridad):

p(X); id) — a5 ™
&p (0.9, &e(Vi(g(X1),0.6),r(X1))); {X/X1}) —a527
6),7(a))); {X/a, X1/a}) — 452"
&p 0.9,&G(VL(0.8,0.6), )i {X/a, X1/a, Xa/a})

Si completamos la derivacion previa aplicando 8 pasos interpretativos obtenemos la
respuesta computada difusa final (0.63;{X/a}), generando la siguiente derivacion
interpretativa Dy :

D1: [(&p(0.9, &g(VL(0.8,0.6),0.7)):6) —s1s
(&p(0.9, & (1, 0.7)); 6) s
<&p(0.9,0,7);9> — IS
(0.63; 6)]
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Como resultado, en el Ejemplo 3.4.1 los costes operacional e interpretativo para
la derivacion Dy son es O.(D1) = 3 y Z.(D1) = 3. Es de esperar que Z. informe
sobre el niimero de conectivas evaluadas en una derivacién, del mismo modo que O,
informa del ntiimero de atomos evaluados. No obstante, esto no se da pues, por su
definicién, Z. informa tinicamente de aquellas conectivas indicadas explicitamente en
los cuerpos de las reglas. Esta caracteristica puede provocar resultados aberrantes,

como el ilustrado en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.4.2. Una version simplificada de la regla R, cuyo cuerpo solo contiene

un simbolo agregador es:
Ry p(X) +p @(¢(X),r(X)) with 0.9
donde Q(z1,x9) = &¢(Vi(71,0.6),22).

Se observa que R} tiene exactamente el mismo significado (la misma interpreta-
cion) que R1, aunque difieren en su sintaxis. Ahora, usamos la regla Ry en lugar de
R1 para generar la siguiente derivacion DT la cual retorna exactamente la misma

respuesta computada difusa que D1 :

Dy [(p(X); id) —a5171
(&p (0.9, @1 (g(X1), r(X1)); {X/X1}) —A52"™
(&p(0.9,@;1(0.8,7(a))); {X/a, X1/a}) — 4g27%8
(§(0.9,@,(0.8,0.7)); {X/a, X1 /a, Xa/a}) —1s
(&5(0.9,0.7); {X/a, X1 /a, X2/a}) —Is

(0.63;{X/a, X1/a, X2/a})]
Se puede apreciar que en ambas derivaciones obtenemos el mismo coste operacional
O.(D1) = O.(D7) = 3. Sin embargo, aunque las conectivas &g y Vi han sido
evaluadas en ambas derivaciones, se da que I.(D}) = 2 # 3 = I.(D1). Esto es,
su coste, medido segun se indica, es menor pese a que implica la evaluacion de las

mismas conectivas Vi y &g, ademds de la de Q.

Como solucién a este efecto, se puede considerar una nueva medida de costeque
considere la definicion de pesos asociados a las conectivas.

Definimos la nocion de peso de una conectiva siguiendo el ejemplo de [Morl3].

Definicién 3.4.3 (Peso de una conectiva). Sea (L, <) un reticulo multi-adjunto que
contiene la definicion de conectiva Q(xy,...,x,) = E, donde la secuencia (posible-
mente vacia) de operadores primitivos y conectivas que aparecen en E son respecti-

vamente op1,...,0p, y @1, ..., Q. El peso de una conectiva @, denotado por W(Q),
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es un par de nimeros naturales (m,n) obtenidos por las funciones Calls y Opers
(es decir, Calls(@Q) = m y Opers(@) =n), como sigue:

Calls(@) =1+ Calls(Qq) + - - - + Calls(Qy)

Opers(Q) = r + Opers(@Qy) + - - - + Opers(Qy)

Finalmente, respecto a estas definiciones para la medida de coste concluimos lo
siguiente. En cuanto a la funcion Calls, ésta incluye el coste de realizar la lla-
mada correspondiente a la propia conectiva, ademés de las llamadas indirectas a
otras conectivas, deshaciendo asi el efecto pernicioso de las medidas anteriores de
[JMPO7b].Respecto a Opers, esta funcion reproduce la nociéon mas débil de peso de
una conectiva recogida en [JMPO7b], donde se cuenta la evaluacion directa e indirec-
ta de los operadores primitivos involucrados en su definiciéon. Esta medida mejorada
de coste interpretativo de una derivacion D, llamada Z (D), consiste en un par ob-
tenido por la acumulacién de pesos de las conectivas evaluadas en todos los pasos

interpretativos llevados a cabo en la derivacion D.

Ejemplo 3.4.4. Consideremos de nuevo el conjunto de conectivas que hemos usado

en los ejemplos previos, por los cuales tenemos que:

W(VL) (Calls(Vy), Opers(VL))
= (L,2)
W(&ke) = (Calls(&g), Opers(&e))
= (L1
W(&p) = (Calls(&p),Opers(&p))
= (L1
W(@,) = (Calls(Qy),Opers(Q))
= (14 Calls(Vy) 4+ Calls(&g), 0 + Opers(Vy) + Opers(&e))
= (1+1+1,0+1+2)
(3,3).
Asi, para la derivacion Dy en el Ejemplo 3.4.1 tenemos:
ZHD1) = W(Vi) + W(&) +W(&»)

(1,2) +(1,1) + (1, 1)
- <374>
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mientras que para la derivacion DY (la cual realiza 2 pasos interpretativos) en el

Ejemplo 3.4.2 la situacion es:

IH (DY) = W(@1) +W(&e)
= 3,3+ (L1
= <47 4>
Con respecto a las medidas de coste sobre las derivaciones D; y D7, se observa que
el coste operacional O, de ambas coincide, lo cual es natural. No ocurre asi con el

coste interpretativo Z., que considera menos costosa D7:
Z.(D1) =3 >2=7.D7)
Z:(D1) =I:(Dy) =4

si bien la nueva técnica de mediciéon aporta un resultado diferente que revela que D7
es, de hecho, mas costosa (pues en ultima instancia evaltia los mismos operadores

que D1, y hace una llamada extra a la definicion de la conectica Qy:
IH(Dy) = (3,4) < IF(D}) = (4,4).

A lo largo de los ejemplos de esta seccion hemos mostrado que las medidas de coste
que solo cuentan el namero de conectivas invocadas directamente (Z.) provocan
efectos irreales cuando aparecen conectivas complejas (que llaman a un gran nimero
de operadores primitivos). La medida de coste Z tiene en cuenta el peso de cada
conectiva, asi como el coste de obtener su definiciéon. Empleando medidas de coste
realistas, como esta tultima, es posible determinar que la regla R es més eficiente
que R} en tanto que evita el coste de resolver el cuerpo de una conectiva mas.

En un caso extremo, pero ni mucho menos irreal o forzado, como el que ex-
ponemos a continuaciéon observamos la relevancia del uso de una medida de coste
apropiada. Este ejemplo puede ser producido efectivamente tras la aplicacion de téc-
nicas de transformaciéon como las usadas en nuestro grupo. Asumimos la siguiente

secuencia de definiciones de conectivas:

Qoo(21,22) =  Qgg(z1,22)
Qgo(z1,22) £ Qgg(z1,22)
Qog(z1,22) = Qgr(z1,22)
@97(3017302) £ @96(301, IQ)

>

Qq (21, x2)

X1 * T2
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Para la evaluacion de los objetivos (tan distintos entre si) de la forma @40(0.9,0.8)
y @1(0.9,0.8), las medidas de coste Z. y Z (basadas en el nimero de pasos interpre-
tativos [JMPO06c| y en pesos de pasos interpretativos sin tener en cuenta el coste de
las llamadas a las conectivas [JMPO7b]) asignan a ambas computaciones el mismo
coste interpretativo, 1.

En cambio, ambos objetivos exhiben costes distintos empleando la medida ZS
presentada en [Mor13]. En particular, la funcién Calls en devuelve 100 para el primer
objetivo y 1 para el segundo. La medida de coste Z} se presenta, por tanto, como la
més razonable y precisa para guiar procesos como el de la transformacion automatica
de programas en el sentido de lograr programas més eficientes, rapidos y, en ultima

instancia, utiles.

3.5. Pasos interpretativos cortos

Otro método para medir de forma precisa el coste computacional de la fase impe-
rativa, desarrollado en nuestro grupo, fue presentado por primera vez en [MMO09a),
y referida en [MMO09b] y [MMPV10b]. Este método mantiene intacta la medida de
coste y, en cambio, modifica la propia definicién de paso interpretativo mediante la
introducciéon de los llamados pasos interpretativos cortos. La forma que tienen los
pasos cortos de evaluar una conectiva es sustituirla, en primer lugar, por su defi-
nicién, que puede ser en términos de otras conectivas o de operadores primitivos
(decimos entonces que expande la definicon de la conectiva). De este modo, el ntune-
ro de pasos cortos realizados se corresponde a la medida proporcionada por Z pero,
ademés, este enfoque puede incluirse de forma natural en el entorno de programacion
FLOPER.

A continuacion presentamos la definiciéon de esta nueva técnica.

Definiciéon 3.5.1 (Paso interpretativo corto). Sea P un programa MALP, Q un
objetivo y o una sustitucion. Asumimos que la L-expresion Q(ri,...,r,) aparece
en Q, donde Q es un operador primitivo o una conectiva definido en el reticulo
multi-adjunto (L, <) asociado a P, y r1,...,r son elementos de L. Formalizamos
la nocion de paso interpretativo corto como un sistema de transicion de estados,
cuya relacion de transicion —grs C (€ X &) es la menor relacion binaria € X £ que
satisface las siguientes reglas de interpretacion corta (donde siempre consideraremos

que Q(r1,...,rn) es la L-expresion seleccionada en Q y & es el conjunto de estados):
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1) (Q[Qr1,...,m0)];0) —s1s1 (Q[Qr1, ..., 1) /E'];0), siQ es una conectiva defi-
nida como Q(z1,...,z,) = E y E' se obtiene de la L-expresion E reemplazan-
do cada variable (pardmetro formal) x; por su correspondiente valor (pardmetro

real) i, 1 <i<n, que es, B' = E[x1/7r1,...,%n/7s].

2) (QIUr1, ..y rn)];0) =152 (R, . ..y 10 fr];0), $i82 es un operador primitivo
que, una vez evaluado con sus pardmetros ri,...,Ty, produce el resultador € L.

Empleamos los simbolos —g751 v —s152 para distinguir qué regla de computacion
interpretativa corta se ha empleado en cada caso. En adelante, a una secuencia de
pasos interpretativos cortos la llamaremos derivacion interpretativa, que ya no se
referird a una secuencia de pasos interpretativos.

Esto implica una revision de la Definiciéon 3.2.7, aunque esta revision no afecta a
la esencia de “respuesta computada difusa”, ya que so6lo afecta al nimero de pasos y
la longitud de la derivacion, y ambos tipos de derivacion llegan a los mismos estados

finales (a las mismas respuestas computadas difusas finales).

Ejemplo 3.5.2. Recordando de nuevo la a.c.a. obtenida en el Ejemplo 3.4.1 se
puede llegar a la respuesta computada difusa {(0.63;{X/a}) (conseguida en ese caso
por medio de pasos interpretativos). Ahora generaremos la misma f.c.a a través de la

siguiente derivacion interpretativa Do, la cual estd basada en pasos interpretativos

cortos:

Dy [(&p(0.9, &¢(VL(0.8,0.6),0.7)); { X /a}) — 9151
(&p(0.9, &e(min(1,0.8 4+ 0. 6) 0.7);{X/a}) —s1s2
(&p(0.9, &e(min(1,1.4),0.7)); { X /a}) — 5152
(&p (0.9, &¢(1,0.7)); {X/a}) —SIS1
(&p(0.9,min(1,0.7)); {X/a}) —S152
(&2(0.9,0.7); {X/a}) — 5151
(0.9%0.7;{X/a}) — 5152
(0.63; {X/a})]

De la misma manera, regresando al Ejemplo 3.4.2 en el cual cambidbamos la regla Rq
por otra semdnticamente equivalente pero con distinta sintaxis, podemos reconstruir
la fase interpretativa de la derivacion DT en términos de pasos interpretativos cortos,
generando asi la siguiente derivacion interpretativa D5. En primer lugar, aplicando
un paso —srs1 en la L-expresion &p(0.9,@1(0.8,0.7)), ésta se transforma en el
subobjetivo &p(0.9, &¢(V(0.8,0.6),0.7)), y los estados posteriores de la derivacion

interpretativa coinciden con los de la derivacion Do previa.
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Del mismo modo que en la Seccion 3.4, analizamos aqui las medidas de coste corres-
pondientes a las derivaciones D1, D7, Dy y D3, s6lo que a diferencia de en esa seccion,
en lugar de alternar entre las medidas Z e Z., usamos aqui siempre la segunda (que
cuenta el nimero de pasos interpretativos sin considerar la complejidad de cada co-
nectiva) y variamos entre usar pasos interpretativos y pasos interpretativos cortos

(que recogen en su propia definiciéon la complejidad de las conectivas).

Obsérvese, en primer lugar, que el coste operacional de las cuatro derivaciones es
el mismo, como era de esperar, ya que nada en la fase operacional ha sido alterado.
En cambio, mientras que Z.(D1) = 3 > 2 = Z,(D7), ahora resulta que Z.(D3) =
7 < 8 =Z.(D3). Es el uso de los pasos interpretativos cortos, segin la Definicion
3.5.1, en las derivaciones Dy y Dj lo que produce estas diferencias en los resultados,

y premite decidir cual de ellas tiene mejor comportamiento computacional.

Como ha quedado suficientemente justificado en el apartado anterior, el uso de
la medida Z. en derivaciones basadas en pasos interpretativos produce ressultados
incorrectos, pues todas las conectivas se ponderan con el mismo coste computacional,
de forma independiente a su complejidad real. Resuelve este problema la nocién de
paso interpretativo corto al hacer visible en la propia derivacion todas las conectivas
y operadores primitivos involucrados en la definiciéon de una conectiva encontrada
en cualquier estado de la derivacion. Notese como, en la derivacion Do, las definicio-
nes de tres conectivos (@1, &¢ y &p) se han expandido en tres pasos interpretativos
cortos de tipo 1, y en cuatro pasos interpretativos cortos de tipo 2 se han resuelto
los operadores primitivos +, min (dos veces) y . En D} se ha realizado el mis-
mo esfuerzo computacional, mas un paso interpretativo corto de tipo 1 extra para
expandir la definicion de @y, lo cual justifica que Z.(D3) = 7 < 8 = Z,(D3) y con-
tradice las medidas imprecisas del Ejemplo 3.4.1, en el sentido de que el esfuerzo
computacional correspondiente a las derivaciones D —1 y Dy (usando ambas la regla
R1) es ligeramente inferior al que corresponde a las derivaciones D} y D3 (que usan

la regla R con el conectivo anadido @;).

Esta técnica alcanza una precision equivalente a la obtenida por la medida de
coste optimizada Z., y permite una comparacion adecuada de la complejidad compu-
tacional de programas obtenidos mediante técnicas de transformacion como el mar-
co plegado/desplegado descrito en [JMP05a, GMO08b|. Del mismo modo que en el
ejemplo de la seccién anterior —que, recordamos, puede darse realmente en secuen-
cias de transformaciéon de programas—, partimos de la siguiente definicion altamente

anidada de conectivos: Qg (21, 22) = Qgg(z1, 2), Qoo(x1,22) = Qgg(z1,22), ..., ¥,
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finalmente, @ (x1,z2) = 71 * T2.

Para dos expresiones de la forma @00(0.9,0.8) y @;(0.9,0.8), las medidas de
coste consistentes en contar el nimero de pasos interpretativos y en sus pesos corres-
pondientes conforme a [JMP07b] asignan el mismo coste interpretativo (la unidad)
a ambas derivaciones. En cambio, tanto la medida de coste Z1, detallada en el apar-
tado anterior, como la nueva aproximacién basada en pasos interpretativos cortos
descrita aqui distinguen ambos casos con claridad, ya que el ntimero de pasos cortos
de tipo 1 realizados en cada uno es totalmente distinto (100 y 1, respectivamente).

Este nuevo método aporta una gran exactitud en la medicién de costes sin nece-
sidad de alterar la medida de coste, asi como la posibilidad de generar trazas muy
detalladas de las derivaciones en nuestro entorno de programacion FLOPER, lo que

resulta muy interesante de cara al usuario, como veremos en la Seccién 3.6.

3.6. Respuestas computadas con trazas declarativas

Hemos abordado en la secciéon 3.5 la reformulacion de la fase interpretativa mediante
la nocién de paso interpretativo corto, el cual considera explicitamente la expansion
de la definicion de una conectiva difusa o la evaluacién de un operador primitivo. Este
método permite una medicién precisa del coste computacional de la fase interpreta-
tiva. Este mecanismo operacional puede ser simulado mediante reticulos disenados
especificamente con este proposito, con la ventaja anadida de que permiten visua-
lizar en forma de traza declarativa toda la informacién asociada a la ejecuciéon de
estos programas, como detallamos en [MMPV1lc, MMPV11b, MMPV11a].

La ventaja de esta aproximacién consiste en que al ejecutar un objetivo se obtiene,
ademads de la (posible) respuesta computada difusa, informacion ligada a los pasos
admisibles e interpretativos llevados a cabo para alcanzarla. Esta informacion incluye
etiquetas con las reglas que se han usado (en el orden adecuado) para dar los pasos
admisibles, ademas del nombre de las conectivas y operadores primitivos evaluados
(en su orden). Esta informacién se recoge en la propia respuesta computada difusa
como un parametro mas.

La clave para lograr este proposito reside en el uso de reticulos disenados es-
pecificamente para ello, que son capaces de almacenar la informacién relativa a la
ejecucion de un objetivo. Estos reticulos cumplen también las propiedades exigidas
por el caracter multi-adjunto, tal y como demostramos en el trabajo [MMPV12b], y

recogemos ampliamente en la Seccion 2.4 del capitulo inicial de esta memoria. Pasa-
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mos ahora a detallar los reticulos que hemos disenado e ilustrar con unos ejemplos
coOmo se obtiene la informacion de la ejeciciéon en la respuesta computada difusa.
Se pueden disefiar numerosos modelos para lograr este objetivo, de los que los
mas basicos se limitan a documentar el nimero de pasos admisibles realizados, y los
més complejos informan de las reglas, conectivas y operadores primitivos evaluados
en cada computacion.
Considérese el siguiente programa logico multi-adjunto P, que sirve de referencia

a lo largo de esta seccion:

Ejemplo 3.6.1. Sea P el siguiente programa légico multi-adjunto:

Ri:p(X) +»  &(¢(X), Quyer(r(X), s(X)))  with 0.9
Ra:qla) + with 0.8
Rs:r(X) <« with 0.7
Ry:s(X) « with 0.5

st ejecutamos el objetivo p (X) contra este programa, interpretado en el reticulo multi-
adjunto “num.lat”, obtenemos la siguiente derivacion, dividida en la fase de resolu-

cion difusa y la fase interpretativa, que nos conduce a la respuesta computada difusa
(0.54;{X/a}):

Fase de resolucion difusa:

(p(X); id) —as1™!

&p(0.9, &6 (q(X1), Qaver (r(X1), 5(X1)))); { X/ X1 }) —a52"?

&p(0.9, &5(0.8, Qaver(r(a), 5(a)))); {X/a, X1/a}) a5z’

&p (0.9, &¢(0.8, Qayer (0.7, s(a) )i {X/a, X1/a, X2/a}) —ag2T4
( (0.8, @

(
(
( );

(&5(0.9, &¢(0. aver(0.7,0.5)));{X/a, X1/a, Xo/a, X3/a})

.8,
.8,
8,

Fase interpretativa:

(&p(0.9, &¢(0.8, Qayer (0.7,0.5))); {X/a}) —1s

(&p(0.9, &¢(0.8,0.6)); { X /a}) =718

(&9(0.9,0.6); {X/a}) =718

(0.54;{X/a}).
Utilizaremos este ejemplo a lo largo de esta secciéon para comparar los distintos
métodos y las trazas que generan. Las diferencias entre un modelo y otro se limitan

al reticulo que asociamos al programa en cada caso.
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Recordamos que el significado de un programa depende del reticulo asociado.
Dicho de otro modo, el resultado de interpretar un objetivo en un programa dado
puede ser distinto segun el reticlo asociado a dicho programa, como ilustramos con
el siguiente ejemplo. Sea L£* un reticulo idéntico a £ = ([0,1], <), y que consta
de las mismas conectivas (esto es, las conjunciones y disyunciones de Lukasiewicz,
Godel y del Producto, junto a la media aritmética), mas una definicion alternativa
de la media aritmética, definida como la media entre los valores obtenidos por las
disyunciones de Godel y Lukasiewicz sobre los argumentos, es decir, @Qayera(21, 2) £
(Ve(z1, 22) + Vi(x1,22)) * 0.5.

Ejecutamos ahora el mismo objetivo sobre el programa del Ejemplo 3.6.1. La
“f.c.a” —o respuesta computada difusa— resultante es [Truth degree = 0.72,X = a|,
distinta a la obtenida al interpretar el programa con el reticulo L.

Queda claro que el reticulo asociado a un programa dado afecta a las respuestas
computadas difusas de los objetivos evaluados, asi como la posibilidad de cambiar
dicho reticulo. Este hecho permite introducir los diferentes reticulos que proponemos
en esta secciéon, producidos por sucesivos refinamientos de la técnica que presentamos

a continuacion.

La posibilidad de recoger la informacion asociada a la ejecuciéon de un objetivo,
en forma de trazas declarativas, nos fue inspirada por el denominado dominio de
cualificacion (W, <) W empleado en el marco QLP (Qualified Logic Programming)
de [RDO08]. Este modelo pretende representar costes de pruebas, medidas como la
profundidad ponderada de arboles de prueba. Como ya detallamos en la Seccion
2.4, aunque esta proximo a MALP, el esquema QLP admite un repertorio menor
de conectivos en el cuerpo de las reglas del programa. Para desarrollar esta técnica
partimos de un reticulo multi-adjunto que emula esta capacidad de los dominios de
cualificacion. Tomamos W = NU {oo}, con orden < invertido con respecto al usual
(de forma que oo = inf(W) y 0 = sup(W)). Como demostramos en el capitulo

inicial, el reticulo W es también multi-adjunto.

Al asociar el nuevo reticulo W al programa del Ejemplo 3.6.1 cambiamos los
pesos de cada regla del programa a 1. Esto puede leerse como que asociamos a cada
regla el peso correspondiente a su coste en la derivacion, concretamente, 1, pues su
ejecucion conlleva la aplicacion de un tnico paso admisible. Mas atn, ya que en
este reticulo la operacién aritmética “4” define una conjuncion (t-norma), usamos
esta definicion para todas las conjunciones que aparecen en el programa (es decir,
&p(z,y) = 2 +y, &a(r,y) £ v+ Yy Quer(z,9) £ 2+ ).
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El objetivo p(X) produce la misma derivacion en la fase admisible que en el
Ejemplo 3.6.1, pero terminando ahora en el estado (&p(1, &a(1, Qquper(1,1))); {X/a}).
Por tanto, dado que &p(1, &¢(1, Qayer(1,1))) = +(1,+(1,+(1,1))) = 4, la respuesta
computada difusa, o f.c.a., es (4;{X/a}), lo cual indica que el objetivo “p(X)” se
satisface cuando X es a, tras aplicar 4 pasos admisibles. Este reticulo supone ya
un primer avance en lo que respecta a la informacién recogida sobre la traza de
ejecucion, pues da cuenta del niimero de pasos admisibles que realizados. Como
desventaja inicial de este método, obsérvese que se pierde la nocién original de grado
de verdad en favor de la medida de coste.

Para solucionar este problema, desarrollamos un reticulo méas expresivo con forma
de producto cartesiano, cuya validez como reticulo mutli-adjunto fue demostrada en
el trabajo [MMPV12a], y cuyos resultados teoricos repasamos ampliamente en la
Seccion 2.4 de esta memoria. Con esta clase de reticulos, el peso asociado a cada
regla de programa es un par que consta de un grado de verdad y una medida de coste.
Definimos el producto cartesiano de dos reticulos multi-adjuntos £y W, £ x W, del
siguiente modo:

(rrwy e LXW <= reLAweWwW
ri,wy) < (ro,wa) <= 11 <ro Awy > we

0) = Sup{L x W}

oo) =Inf{L x W}

r1, wa)& <7“2,w2> £ (ri&;ra, w1 + wa)
Para cargarlo en nuestra herramienta de programacion FLOPER, debemos definir

(
{1,
0,
(

en PROLOG el nuevo reticulo (como haciamos con los anteriores “num.lat”, “bool.lat”,
etc.), cuyos elementos pueden ser expresados, por ejemplo, como términos de la
formas:

info(Fuzzy_Truth_Degree,Cost_Number_Steps)
Mostramos en la Figura 3.1 el cédigo necesario para manipular estos grados de
verdad.
Para proseguir el ejemplo, asumimos que asignamos los pesos siguientes a las re-
glas del programa de ejemplo: “info(0.9,1)” para Ri, “info(0.8,1)” para Rq,
“info(0.7,1)” para R3 y “info(0.5,1)” para Ry. Con estos valores, la respuesta
computada difusa para el objetivo p(X) es (info(0.54,4);{X/a}), y significa que el
objetivo se satisface con un grado de verdad 0.54 cuando X cambia por a, y que han
sido necesarios 4 pasos admisibles para alcanzar esta solucion.

Hasta este punto hemos visto cémo incluir nueva informacion en las respuestas

computadas, en particular, el nimero de pasos admisibles llevados a cabo. Un ob-



3.6. Respuestas computadas con trazas declarativas 89

member (info(X,Y)) :- number(X), 0=<X, X=<1, number(Y), Y=<0.

leq(info(X1,Y1),info(X2,Y2)) :- X1=<X2, Y1>=Y2.
top(info(1,0)).
bot (info(0,inf))

and_godel (info(X1,Y1),info(X2,Y2),info(X3,Y3)) :- pri_min(X1,X2,X3),
pri_add(Y1,Y2,Y3).

Figura 3.1: Reticulo que informa del ntimero de pasos admisibles dados

jetivo mas ambicioso consiste en documentar toda la traza de ejecucion. De nuevo,
el reticulo necesario para llevar esto a cabo define grados de verdad con dos compo-
nentes, uno para el grado de verdad y otro con una etiqueta, o cadena de caracteres,
que recoge informacién sobre las reglas del programa empleadas y los conectivos y
operadores evaluados. Como en la ocasién anterior, en la que fue necesario justificar
el caracter multi-adjunto del reticulo de los pesos W, demostramos en la Seccion
2.4 (que recoge la prueba original de [MMPV12b]) la validez del reticulo basado en
etiquetas, o strings, S.

Este resultado tiene su raiz en el trabajo [MMPV1lc|, donde disenamos un re-
ticulo para informar sobre los pasos admisibles e interpretativos de una derivacion.
En ese caso, informabamos sobre los pasos interpretativos “clésicos”, y no los opera-
dores primitivos ni conectivas intermedias. Concretamente, el reticulo empleado en

ese trabajo es el siguiente.

bot (info(0,_)). top(info(1,_)).

member (info (X, _)) : -number (X) ,0=<X,X=<1.

leq(info(X1,_),info(X2,.)) :- X1 =< X2.

and_prod(info(X1,X2),info(Y1,Y2),info(Z1,Z2)) :-pri_prod(X1,Y1,Z1),
pri_app(X2,Y2,Datl), pri_app(Datl,’&PROD.’,Z2)).

pri_app(X,Y,Z) :-name(X,L1) ,name(Y,L2) ,append(L1,L2,L3) ,name(Z,L3).

pri_append([],X,X). append([A|B],C, [AID]) : -append(B,C,D).

Figura 3.2: Reticulo que permite mostrar los pasos interpretativos clasicos

Aqui definimos los miembros del reticulo con la forma “info (Fuzzy_Truth_Degree,

Label)”, de modo que incorporan tanto un grado de verdad como una “etiqueta”.
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Ademas, para llevar la cuenta de las conectivas utilizadas, cada una de ellas incorpora
una etiqueta sobre si misma en su parametro de salida (como hace, por ejemplo,
and_prod incluyendo &PROD. en la salida). Para introducir estas etiquetas se hace
uso de un operador primitivo de concatenacion de caracteres, pri_app. Ademas de
estas consideraciones en el reticulo, es necesario modificar los pesos de las reglas del
programa para que sean miembros del reticulo, esto es, para que, ademas de llevar

un grado de verdad, aporten una etiqueta que represente a esa regla.

p(X) <prod &(q(X),@aver2(r(X),s(X))) with info(0.9,’RULELl.’).
q(a) with  info(0.8,’RULE2.°).
r(X) with info(0.7,’RULE3.’).
s(X) with info(0.5,’RULE4. ).

Para ilustrar mejor este efecto, hemos empleado la version @aver2, que hace llamadas
intermedias a otras conectivas. Para este programa y reticulo, la evaluacion del
objetivo p(X) resulta en la respuesta computada difusa con el grado de verdad

esperado (0.72) junto a una traza declarativa:

>> run.
[Truth_degree=info(0.72, RULE1.RULE2.RULE3.RULE4.
Q@AVER2.&GODEL. &PROD) , X=a]

El significado de esta respuesta computada es que el objetivo p(X) es cierto con un
grado de verdad de 0.72 cuando X cambia por a, y que, ademas, para demostrar
esto se han explotado, en este orden, las reglas de programa 1, 2, 3 y 4, seguido de
la evaluacion de la conectiva @aver2, &Godel y &Prod. Estas dos tltimas conectivas
han sido llamadas por encontrarse en la definicién de la primera.

Como hemos dicho anteriormente, este reticulo se limita a informar sobre las
conectivas evaluadas, pero no sobre los operadores primitivos. Como ya se ha jus-
tificado en la Secciéon 3.4, puede ser necesario tener informaciéon al respecto de los
operadores primitivos empleados, y no sélo de las conectivas. Para responder a esta
necesidad, proponemos un nuevo reticulo para tener en cuenta la evaluacion de los
operadores primitivos.

Dicho reticulo, ilustrado en la Figura 3.3 y presentado en [MMPV11a], se cons-
truye analogamente al anterior. La diferencia radica en que no sélo las conectivas
afiaden etiquetas a su salida; también lo hacen los operadores primitivos. Obsérvese

como éstos se expanden con un parametro mas que informa sobre ellos. Por ejemplo,
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member (info(X,_)) : -number (X) ,0=<X,X=<1. bot (info(0,_)).
leq(info(X1,_),info(X2,_)):- X1 =< X2. top(info(1l,_)).

and_prod(info(X1,X2),info(Y1,Y2),info(Z1,Z22)) :-
pri_prod(X1,Y1,Z1,DatPROD) ,pri_app(X2,Y2,Datl),
pri_app(Datl, ’&PROD.’,Dat2) ,pri_app(Dat2,DatPROD,Z2) .
or_godel (info(X1,X2),info(Y1,Y2),info(Z1,Z2)):-
pri_max(X1,Y1,Z1,DatMAX) ,pri_app(X2,Y2,Datl),
pri_app(Datl,’|GODEL.’,Dat2) ,pri_app(Dat2,DatMAX,Z2) .
or_luka(info(X1,X2),info(Y1,Y2),info(Z1,Z2)):-
pri_add(X1,Y1,U1,DatADD),pri_min(U1,1,Z1,DatMIN),
pri_app(X2,Y2,Datl) ,pri_app(Datl,’|LUKA.’,Dat2),
pri_app(Dat2,DatADD,Dat3) ,pri_app(Dat3,DatMIN,Z2).
agr_aver (info(X1,X2),info(Y1,Y2),info(Z1,Z2)):-
pri_add(X1,Y1,Aux,DatADD) ,pri_div(Aux,2,Z1,DatDIV),
pri_app(X2,Y2,Datl) ,pri_app(Datl, ’@AVER.’,Dat2),
pri_app(Dat2,DatADD,Dat3) ,pri_app(Dat3,DatDIV,Z2).
agr_aver2(info(X1,X2),info(Y1,Y2),info(Z1,Z2)):-
or_godel (info(X1,’’),info(Y1,’’),Za),
or_luka(info(X1,’’),info(Y1,%?),Zb),
agr_aver (Za,Zb,info(Z1,Dat3)) ,pri_app(X2,Y2,Datl),
pri_app(Datl,’@AVER2.’,Dat2),pri_app(Dat2,Dat3,Z2).

pri_add(X,Y,Z,’#ADD.’) :- Z is X+Y.
pri_sub(X,Y,Z,’#SUB.’) :- Z is X-Y.
pri_prod(X,Y,Z,’#PR0OD.’):- Z is X * Y.
pri_div(X,Y,Z,’#DIV.’) :- Z is X/Y.

pri_min(X,Y,Z, #MIN.?) :- (X=<Y,Z=X;X>Y,Z=Y).
pri_max(X,Y,Z,’#MAX.?) :- (X=<Y,Z=Y;X>Y,Z=X).
pri_app(X,Y,Z) :- name(X,L1),name(Y,L2),append(L1,L2,L3) ,,name(Z,L3).
append ([],X,X). append ([X|Xs],Y, [X|Zs]) : -append(Xs,Y,Zs) .

Figura 3.3: Codigo del reticulo con etiquetas capaz de mostrar las trazas de ejecucion
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pri_add incorpora el pardmetro de salida #ADD. Dichas etiquetas se unen entre si
y con las del conectivo invocador, obteniendo asi una traza completa que informa
sobre los pasos interpretativos “cortos”.

Para probar el nuevo reticulo empleamos el programa de la version anterior (que
empleaba el reticulo de [MMPV11c]|). Dado que esta modificacion en el reticulo no
afecta a la definicion de sus elementos, el programa puede permanecer inalterado. En
este caso, la evaluacién del objetivo p (X) resulta en la siguiente respuesta computada

difusa.

>> run.

[Truth_degree=info (0.72, RULE1.RULE2.RULE3.RULE4.
Q@AVER2. | GODEL . #MAX. | LUKA.
#ADD . #MIN.QAVER.#ADD.#DIV.
&GODEL . #MIN.&PROD.#PROD. ),
X=a]

Obsérvese que el grado de verdad (0.72), asi como las etiquetas que informan sobre
las reglas de programa y las conectivas explotadas que aparecen directamente en
el programa, conservando el orden relativo que tenian en el caso anterior. La dife-
rencia aqui radica en la aparicién, en la traza, de nuevas conectivas y operadores
primitivos. En particular, aparecen la disyuncion de Godel seguida de la operaciéon
primitiva maz, la disyuncion de Lukasiewicz seguida de dos operadores primitivos, y
el agregador de la media aritmética acompanado de sus respectivos operadores primi-
tivos. Todo ello aparece inmediatamente después de la etiqueta @AVER2, lo que indica
que se han realizado las operaciones referidas a continuacion. Las otras conectivas
que ya aparecian previamente también estan acompanadas aqui por los operadores

primitivos que los definen.

Como conclusion, cabe reseniar que los efectos conseguidos por el uso de reticulos
especiales, para obtener informacion sobre la ejecucion de los objetivos, son s6lo un
ejemplo, y que otros reticulos pueden ser mas o menos finos en su representacion de
las trazas declarativas, u obtener otra informacion. Ha sido gracias a la demostracion
del caracter multi-adjunto de estos reticulos, visto en la Seccion 2.4, y del producto

cartesiano de reticulos multi-adjuntos, que se ha logrado obtener este efecto.
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3.7. Igualdad estricta basada en similaridad para
MALP

Entre las familias de lenguajes de programacion légico difusos existen algunos ba-
sados en sofisticadas relaciones de similaridad/proximidad [Ses02], como LIKELOG
SQLP y Bousi~PROLOG, presentados en la introduccion de esta memoria. También
es cierto que otros lenguajes declarativos, como los funcionales, emplean nociones
de igualdad muy distintas a la clasica de PROLOG, de las que los lenguajes logicos
pueden obtener gran beneficio. Si bien los estilos de programacion légico y funcional
va han sido integrados satisfactoriamente en el pasado, no ocurre asi con el estilo
funcional y el l6gico difuso.

En los trabajos [MPV12b, MPV14b, JMV15] hemos abordado este topico, con
el 4&nimo de incorporar a la programacion MALP la nocién de igualdad estricta,
combinada con la de igualdad, para dotar al lenguaje del més amplio abanico de
opciones para representar la igualdad.

A continuacién detallamos con mas profundidad tres nociones de igualdad pre-

sentes en la programacion declarativa.

= Igualdad sintactica. Constituye el modelo méas simple de igualdad. Se em-
plea en la programacion logica pura y algunos casos de la logica difusa (como
MALP, por ejemplo). En este ambito, dos elementos se consideran iguales si

tienen la misma sintaxis. Asi, f(a) es igual a f(a), pero nunca a g(b).

» Igualdad estricta. Al tomar en consideracion los lenguajes basados en la
evaluacion perezosa, se introduce la nociéon de igualdad estricta, para la que
dos elementos (tipicamente, expresiones) se consideran iguales si el resultado
de su evaluacién es el mismo dato. La caracteristica de este tipo de igualdad es
que la expresion tiene que poder evaluarse en tiempo finito. Asi, si la evaluacion
de f(a) no termina, no puede decirse que sea igual a si misma, estrictamente
hablando. Por el contrario, dos expresiones de diferente sintaxis, como g(b)
y h(c) pueden ser estrictamente iguales si producen el mismo valor tras ser

evaluadas mediante reescritura (o mediante narrowing).

= Igualdad basada en similaridad. Este modelo emerge como consecuencia
de difuminar la programacion logica pura. En este contexto, una relacion cons-

truida a partir de ecuaciones de similaridad/proximidad permite evaluar como
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iguales “en cierto grado” dos expresiones sinticticamente distintas. Por ejem-
plo, dadas las ecuaciones eq(a,b) = 0.5 y eq(f,g) = 0.3, se puede probar que
f(a) y g(b) son similares con un determinado grado de verdad, que depende

de como se agreguen los grados de las ecuaciones.

El objetivo principal de esta seccién consiste en adaptar a MALP las otras dos
nociones de igualdad que no le son nativas, esto es, igualdad estricta y basada en
similaridad. El resultado de esta investigacion es la herramienta SSE, que se puede

acceder libremente desde la direcciéon http://dectau.uclm.es/sse/.

3.7.1. Relaciones de similaridad en la programaciéon légica
difusa

Una relaciéon de similaridad es una nocién matematica que permite relacionar pares
de entidades que se consideran similares con un grado de verdad. Estas relaciones
son muy parecidas a las de equivalencia (y, por tanto, a los operadores de clausura).

Formalmente, una relacion de similaridad ® sobre un dominio ¢ es un sub-
conjunto difuso $ : U x U — [0,1] de U x U tal que Vx,y,z € U, se cumplen
las propiedades reflexiva, R(z,z) = 1, simétrica R(z,y) = R(y,z) y transitiva
R(x, 2) > R(z,y) ARy, 2).

Un modo sencillo para introducir relaciones de similaridad en la programacion
logica consiste en su descripcion mediante las asi llamadas ecuaciones de similari-
dad. Estas ecuaciones tienen la forma eq(s1, s2) = «, lo que relaciona las entidades
s1y s2 con el grado de verdad «, perteneciente a un reticulo de modo que si a = T
se desprende que s es idéntico a sy y conforme menor sea a, menor es el parecido
entre las entidades (hasta llegar a L, valor para el cual las dos entidades no guar-
dan ninguna semejanza). En particular, en MALP, dicho reticulo es el asociado al
programa.

Esta es la aproximacion elegida por lenguajes como LIKELOG y BOUSI~PROLOG
[JRGO09a], en los que al conjunto de reglas de programa se le acompana de un conjun-
to de ecuaciones de similaridad empleadas en tiempo de unificacion. Estos lenguajes
emplean, en lugar de la unificacion sintactica de PROLOG, la llamada unificacion dé-
bil [JRGO09a]. De las ecuaciones de similaridad se considera que relacionan siempre
simbolos de la misma aridad y naturaleza (nunca relacionan una funcion y un predi-

cado, por ejemplo), y que cumplen las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.
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sse(c, d) with R(c,d)
sse(c(1, .., @n),d(Y1, ., Yn)) < sse(x1,y1) &g ... &gsse (zn,yn) with R(c,d)

Figura 3.4: Reglas MALP que definen la “Igualdad estricta basada en similaridades”

Ejemplo 3.7.1. Considérese el término autor(Wells) y uno que se pretende que
sea similar, escritor(‘H. G. Wells’). Siguiendo la nocion de igualdad sintdctica,
ambos términos son totalmente distintos. Sin embargo, es razonable considerar que,
en realidad, son bastante similares. Para detallar en qué grado son similares, es nece-
sario introducir las ecuaciones eq(autor, escritor) = 0.9 y eq(Wells, H.G.Wells') =
0.8 (usamos 0.8, pues Wells a secas podria referirse al cineasta). Al introducir estas
ecuaciones en un intérprete LIKELOG o BOUSI~PROLOG, ambos términos si podrian
ser considerados iguales con un grado de verdad de 80 % (o, siendo mds precisos, 0.8,

st empleamos la conjuncion del minimo para agregar los valores), como se espera.

3.7.2. Reglas MALP para modelar SSE

En este apartado detallamos el tipo de reglas que es necesario incluir en un programa
MALP para simular la igualdad estricta basada en similaridades, de acuerdo al
trabajo que realizamos en [MPV12b].

En la Figura 3.4 se muestran reglas MALP, donde se asume que ¢ y d son
constantes (esto es, simbolos de funcion de aridad 0) en la primera regla y funciones
de aridad n en la segunda, R(c, d) representa el grado de similaridad entre ambos

simbolos.

Ejemplo 3.7.2. Utilizamos ahora los términos del ejemplo 3.7.1 para componer las

reglas MALP correspondientes.

sse(wells, wells) with 1.
sse(wells, ‘H. G. Wells’) with 0.8.
sse(‘H. G. Wells’, wells) with 0.8.

sse(‘H. G. Wells’, ’H. G. Wells’) with 1.

sse(autor(X), autor (Y)) <prod sse(X,Y) with 1.
sse(autor(X), escritor(Y)) <prod sse(X,Y) with 0.9.
sse(escritor(X), autor(Y)) <prod sse(X,Y) with 0.9.
sse(escritor(X), escritor(Y)) <prod sse(X,Y) with 1.
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(sse(c(ty ... tn),x));id) — a5 ™
(so&sse(tr, ) & ... & sse(tn,z));{x/c (z], ... xl),x1/t1, ..., xn/tn}) — A5
ces PAS ... —As
(so & s1 & ... & sse(tn,x));{z/ (), ...,xh),x1/t1, ..., xn/tn, 21 /) }) —AS
—AS - —AS

(so & 81 & ... & sp);{a/c(t), ... t)),x1/t1, .. xn/tn, 2/t o2l [T })

Figura 3.5: Demostracion del Teorema 3.7.5

En este caso hemos empleado la conjuncion del producto para agregar los grados de
verdad, como puede verse por el uso de su implicacion adjunta en las cuatro ultimas
reglas.

El uso de estas ocho reglas en un programa MALP permiten interpretar que
los términos autor(wells) y escritor(‘H. G. Wells’) se consideren similares
(mediante la evaluacion de sse(autor(wells),escritor(‘H. G. Wells’))) con
el grado de verdad 0.9 - 0.8 = 0.72, de modo parecido a como lo harian LIKELOG
o BOUSI~PROLOG. Sin embargo, estos lenguajes sélo reportan una solucion para
el objetivo sse(autor(wells),X), en particular, X=autor(wells). Dado que con
dicho objetivo se trata de averiguar términos similares a autor(wells), nuestro
método mejora los lenguajes anteriores, pues aporta las cuatro respuestas:

{Y/autor (wells)} >
{Y/autor(‘H. G. Wells?’)} >
{Y/escritor(wells)} >
{Y/escritor(‘H. G. Wells’)} >

AN N AN A

1,
1,
1,
1,

Con objeto de probar formalmente las propiedades de este procedimiento, introdu-

cimos ahora la siguiente definicion auxiliar:

Definicién 3.7.3 (Términos similares). Sean ¢t y t' dos términos bdsicos, R una
relacion de similaridad y £ = (L, <, <, &) un reticulo multi-adjunto. Decimos que t
yt' son similares de acuerdo a R y &, con grado de similaridad s € L, si la evaluacion
de la funcion M+ (t,t') devuelve s # L, donde M~ se define recursivamente como
stgue:

R(t,t'), sit yt son constantes

M) =9 Rie, )Mt )& sit=clt,...,tn) y
&M () #=d(th,. .. )

n
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El siguiente resultado relaciona la nociéon teoérica de términos similares con el proce-

dimiento ilustrado por la Figura 3.4.

Teorema 3.7.4. Sean t y t' dos términos bdsicos, L = (L, =<,<, &) un reticulo
R

multi-adjunto, R una relacion de similaridad y P,

el conjunto de reglas MALP
que definen el predicado sse respecto de . Entonces, t yt' son términos similares de
acuerdo a R y &, con grado de similaridad s € L, si y solo si (s,id) es una respuesta

computada difusa para el objetivo sse(t,t') en PX_.

Demostracion. Demostramos la afirmacion previa por induccion estructural sobre ¢
yt.
e Caso base. Asumimos que ¢ y ¢’ son constantes y, entonces, R(¢,t') = s #

1, por lo que existe una regla [R : sse(t,t') with s] en PX_. Es facil ver que

sse*
M (t,t') = R(¢t,t') = s sin mas que realizar con la regla R el siguiente paso admi-
sible: (sse(t,t'),id)— a5 (s, id).

e Paso de induccion. Tenemos que t = c(t1,...,tn) y t' = (t),...,t)). Asu-
miendo que R(ce,d) = so # Ly M~(t;,t;) = si # L, 1 < i < n, entonces
M (t,t') = sp&si& ... &s, # L. Mas aun, dado que nuestra técnica genera la
regla (en PX.):

R :sse(c(xy, ..., Tn) c(x],...,xh))sse(xy, ))& ... &sse(xn, z),) with sg
y que por hipotesis de inducciéon, podemos asumir que (s;,id) es una respuesta
computada para el objetivo sse(t;,t;), 1 < i < n, se puede generar la siguiente
secuencia de pasos admisibles (en los que, por motivos de legibilidad, omitimos parte

de la componente de sustitucion):

(sse(e(ty, ... tn), c(t), ..., t)));id) —as™

(so & sse(t1,t)) &...& sse(tn,t));id) —as...—as

(so & 1 &...& sse(tn,t]);id) —SAS ... = AS

(so & s1 & ... & sp;id)

lo que concluye esta demostracion. O

El siguiente teorema refueza el anterior estableciendo la capacidad de nuestro método

para generar pares de términos basicos similares, y no sélo compararlos.

Teorema 3.7.5. Sean t y t' dos dtomos bdsicos, x una variable, L = (L, =, +, &)
R

un reticulo multiadjunto, R una relacion de similaridad y P, el conjunto de reglas

MALP que definen el predicado sse respecto de R. Entonces, t y t' son términos
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similares de acuerdo a  y & con grado de similaridad s € L, si y solo si (s, {z/t'})

es una respuesta computada difusa para el objetivo sse(t,x) en ’P?;e.

Demostracion. Utilizamos de nuevo induccién estructural sobre ¢, en una demostra-
cion muy parecida a la del Teorema 3.7.4.

e Caso base. Asumimos aqui que ¢t y ¢’ son constantes similares y que R(¢,t') =
N

s # L, por lo que la regla [R : sse(t,t') with s] pertenece a Py... Entonces, obvia-
mente, ¢(t,t') = R(¢,t") = s, de modo que también es posible realizar, con la regla
R el siguiente paso admisible: (sse(t,x),id)— a5 (s, {x/t'}).

e Paso de induccion. Ahora tenemos que t = c(t1,...,tn) y t' = (t],...,t,).
Asumiendo que R(c,d) = so # Ly Mv(t;,t;) = s; # L, 1 < i < n, entonces
M (t,t) = so&kes1& ... &sy, # L. Mas atn, dado que nuestra técnica genera la regla
(que pertenece a PX_):

R :sse(c(xy, ..., xn),c(x], ..., x0))sse(xy, 2))& ... &sse(xy,, x),) with so
y por la hipotesis de induccién podemos asumir que (s;, {z}/t/}) es una respuesta
computada difusa para el objetivo sse(t;,2}), 1 < i < n, entonces, es posible generar
la derivacion de la Figura 3.5 (para simplificar, de nuevo, hemos omitido en cada

estado parte del componente de sustitucion), lo que concluye la prueba. O

La aplicaciéon repetida del teorema anterior implica el siguiente resultado que, en
esencia, confirma el poder de nuestro método para producir pares de términos simi-

lares.

Corolario 3.7.6. Seant y t' dos términos bdsicos, x y x' dos variables, L = (L, <
R

, <, &) un reticulo multi-adjunto, R una relacion de similaridad y Py,

el conjunto
de reglas MALP que definen el predicado sse respecto de R. Entonces, t y t' son
términos similares de acuerdo a R y &, con grado de similaridad s € L, si y solo si
(s,{z/t,2'/t'}) es una respuesta computada difusa para sse(z,z') en PX.

3.7.3. Aspectos de la implementacion

Una vez definida una relacion de similaridad, queda obtener de ella el codigo para
emplearla en un programa MALP. Para este proposito hemos disenado la herramien-
ta SSE, accesible en http://dectau.uclm.es/sse/, que toma unas ecuaciones de
similaridad y devuelve el codigo equivalente.

Para introducir en el sistema una relaciéon de similaridad, empleamos un fichero en

texto plano con extension “.sim”, con la misma sintaxis que se describird mas adelante
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en la Seccion 6.5. Esta sintaxis se basa en la que emplean los lenguajes LIKELOG
y BOUSI~PROLOG, y consiste en una lista de expresiones de la forma simbolol~
simbolo2 = grado de verdad, si bien en nuestro método hemos querido dar méas
potencia a esta sintaxis anadiendo junto a cada simbolo su aridad (salvo en caso
de que la aridad sea 0). Asi, la relacion del Ejemplo 3.7.1 se modela mediante el
siguiente texto:

autor/1 ~ escritor/1 = 0.9.

wells ~ ‘H. G. Wells’ = 0.8.
Téngase en cuenta que, dado que el lenguaje MALP acepta reticulos mas amplios
que el intervalo [0, 1], las ecuaciones (y, por tanto, relaciones) de similaridad también
puedem emplear dichos reticulos.

Una vez introducidas estas ecuaciones de similaridad en el sistema, éste procede
a realizar las clausuras reflexiva, simétrica y transitiva, de acuerdo al Algoritmo 1
(inspirado en [JRG09a], pero generalizado a reticulos méas alla de [0, 1], en particu-
lar, cualquier reticulo completo), para obtener explicitamente todos los pares de la
relacion de similaridad.
Como resultado de la aplicacién del Algoritmo 1, el sistema contempla la relacion
completa introducida parcialmente por el usuario mediante ecuaciones de similari-

dad.

Ejemplo 3.7.7. Considerando de nuevo el ejemplo 3.7.1, la aplicacion del Algoritmo

1 sobre dichas ecuaciones de similaridad produce la siguiente matriz:

wells  ‘H. G. Wells’ autor escritor
wells 1 0.8 0 0
‘H. G. Wells’ | 0.8 1 0 0
autor 0 0 1 0.9
escritor 0 0 0.9 1

El altimo paso cousiste en traducir la relacién de similaridad (dada en forma de
matriz de adyacencias) en un conjunto de reglas MALP que definan el predicad
sse.
El resultado de aplicar los Algoritmos 1 y 2 sobre las ecuaciones de similaridad
dadas en el Ejemplo 3.7.1 es el conjunto de reglas MALP del Ejemplo 3.7.2, como
queriamos.

Dado que R = {R;,i € {0,...,N}} es un conjunto de reglas MALP, también es

un programa valido, se puede cargar de forma natural en la herramienta FLOPER,
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Algorithm 1

Require: Una matriz de adyacencias M = [m;;], cada una de cuyas filas y columnas

representa un simbolo que aparece en las ecuaciones de similaridad, y donde cada
celda m;; tiene el valor dado por la ecuacién que relacione los simbolos i y j.
Todos los elementos de la matriz triangular superior deben estar inicializados a
1.
Ensure: Una matriz de adyacencias M= correspondiente a la clausura reflexiva,
simétrica y transitiva de R.
for all (i,7) de M do {Clausura reflexiva}
20 My =1,
end for
4: for all (3, j) de M, tal que m;; # L do {Clausura simétrica}
Mji 2= Mij;
6: end for
for all columns k y celda (i, j) de M do {Clausura transitiva}
8 myj = my; V (M A my;); donde V y A son, respectivamente, los operadores
del supremo y el infimo;
end for
10: M= =M

Algorithm 2
Require: Una matriz de adyacencias M correspondiente a la relacion de similaridad
R.
Ensure: Un conjunto R = {R;,7 € {0,...,N}} de reglas MALP.
for all M;; =V en M, donde i = A/ny j=B/n do
2:  body := “with” +V;
for allk € {n,...,1} do
4: body = “, sse(Xg, Yi)"” + body;
end for
6: if n > 0 then
body := “ < — sse(X1,Y1)"” + body;
8:  end if
R; := “sse(A(X1,...,Xn), B(Y1,...,Y))";
10:  R; := R; + body;
end for
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descrita en el Capitulo 4, y realizar consultas sobre la similaridad de diferentes

términos.

3.8. Programacioén logica difusa desde la teoria de

categorias

En esta seccion recogemos el trabajo desarrollado en [EGHT 13a, EGHT13b|, y que
tiene por objeto proveer a la programacion logica difusa de un sustento teorico desde
la teoria de categorias. Empezamos investigando en proceso de difuminacién por el
que se pasa de una légica bi-valuada a una multi-valuada. Mostraremos que la in-
corporacion de la incertidumbre en este marco esté lejos de ser una tarea trivial.En
el marco clésico, términos y sentencias son conjuntos, si bien en nuestra aproxima-
ci6bn ambos son objetos categoricos. T'éngase en cuenta, ademés, que en teoria de
categorias no se distingue entre “término” y “4tomo” como se hace en programa-
cion logica, siendo ambos objetos de la misma categoria. Las propuestas basadas en
teoria de conjuntos, al tratar con “conjuntos de sentencias” y “conjuntos de atomos
bésicos”, pueden llevar facilmente a confusiéon y a construcciones no deseadas si las
generalizaciones se llevan a cabo tinicamente sustituyendo el uso de “conjuntos” por
“conjuntos difusos”. Presentamos algunos resultados basicos sobre cémo la adapta-
cién a un marco estrictamente categoérico permite una mayor precision al distinguir
entre términos y sentencias, donde los simbolos de predicado pasan a formar parte

de una signatura que se mantiene aparte de la de los términos.

3.8.1. Sentencias como pares de términos

De forma intuitiva, los términos se producen a través de signaturas de tal forma que
las variables y constantes son términos, y si t1,...,t, son términos, también lo es
w(t1,...,tn), donde w pertenece a la signatura dada. Desde el punto de vista de la
teoria de categorias, estos términos se producen por functores que son extensibles a
monadas (véase, por ejemplo [EGHK14, Hell3|). Las sentencias a su vez, se definen
como pares (P(z),Q(z)), donde P(z) y Q(x) son términos, P y Q son simbolos de
predicado pertenecientes a la signatura, y « e y son variables. El par (P(z), Q(x))
corresponderia a “P(z) se infiere de Q(z)”. Esto distingue a las sentencias, dadas
por el functor “par de términos”, de los términos en si, que son objetos monédicos.

En la programacion logica basada en légica de primer orden la signatura subya-
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cente es de gran relevancia. Las descripciones informales de la logica de primer orden
no son siempre claras sobre si los predicados son simbolos operadores, relaciones, o
funciones. Incluso en [Llo84] se considera que el alfabeto contiene indistintamente
simbolos de funcién y simbolos de predicado. Esto lleva a que la distincién entre

términos y las formulas no es clara.

En nuestra aproximacion categorica, llamamos “alfabeto” a la signatura subya-
cente de tipos y operadores, con la caracteristica de que contempla el uso de muchos
tipos distintos, mientras que [L1084] contempla un solo tipo. Consideraremos los pre-
dicados como operadores, de manera que los 4tomos seran “términos” (en un sentido
categorico), pero las clausulas de programas seran sentencias. Basicamente, esto lleva
a que la conjuncion de predicados seguiran siendo términos, pero no asi las clausulas
que contienen la implicacién, pues la implicaciéon no se incluye como operador en la

signatura subyacente.

El marco categorico de las construcciones monadicas que emplearemos a conti-
nuacion aparece en [EGHK14|, de donde hemos tomado también la notacion cate-
gbrica para esta seccidén. Estas monadas hacen un uso amplio de los conceptos del
dglgebra categdrica, que data de los estudios en equivalencias naturales de [EM45]. Las
categorias monoidales cerradas surgen en [EK66], si bien adquieren su formulacion
més simple y limpia en [ML71].

Con respecto a las extensiones tradicionales de la programacion logica bi-valuada
a la multi-valorada, en la primera, una vez se da la negacion, se definen la implicacién
y la conjuncién mutuamente. En la tradicién intuicionista se evita la negaciéon como
elemento basico, de modo que para relacionar la implicacién y la conjuncion se
emplea la propiedad de la residuacion, que es, categéricamente, una adjuncion dada
como una conexion de Galois. Esto permite definir la negacion més adelante. Los
reticulos residuados han sido estudiados extensamente, pues son unas estructuras

algebraicas atractivas para definir la semantica de los lenguajes.

Esta convencién se ha adoptado en numerosas ocasiones en las logicas multi-
valoradas. Por ejemplo, la nocién multi-adjunta aparece en la programacion logica
referida al uso de reticulos residuados que proveen la semantica deseada para rela-
cionar implicacién y conjuncion.

Notese que en este paso de la logica bi-valuada a la multi-valorada, si bien se ha
alterado la nocion de verdad, el lenguaje fundamental al respecto de los términos
y las sentencias se ha conservado intacto. Se sigue la tradicién de la extension del

célculo proposicional al de predicados conservando el significado de la operacion de
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implicacion.

Como se ha mencionado anteriormente, nuestro &mbito en esta seccion es la logica
como un objeto categorico, que se construye funcionalmente y monadicamente con
morfismos entre subestructuras en logica. Asi, no nos proponemos construir una
“logica universal”, por lo que los programas logicos pueden tener diferentes reglas de
inferencia, y transformaciones entre programas logicos carecen de sentido a menos
que se puedan transformar sus logicas subyacentes.

Por lo comun, las aproximaciones a la programacion logica difusa, como las vistas
en [BMP95, Ebr01, IK85, Lee72, L190, MCS11b, RDO08, Voj0l], difieren esencial-
mente en la teoria subyacente de incertidumbre y vaguedad (teoria de probabilidad,
logica posibilista, logica difusa y logica multi-valorada) y en como se manejan los
valores de incertidumbre/vaguedad asociados a las reglas.

La teoria de categorias entra en escena para definir la programacion logica en
[RB85], donde se muestra una equivalencia entre las nociones de co-ecualizadores y
el unificador més general. Sin embargo, cabe precisar que esta equivalencia no es

suficiente al trasladarnos a un a4mbito multi-valorado.

3.8.2. Signaturas, términos y sentencias

Introducimos en esta seccion las nociones de teoria de categorias empleadas en ade-
lante. Repasamos més adelante los conceptos de signatura y término monédico e
introduciremos las sentencias en el contexto de la programacionl logica. Por ultimo,

consideraremos la seméantica declarativa por punto fijo.

Conceptos y nociones categoricos

Sea C una categoria, y S un conjunto de tipos. Entonces, Cg es una categoria con los
objetos Xg = (Xs)ses, tales que cada Xg € Ob(C). Los morfismos entre Xg y Yg
son fs: Xg — Yg, donde fs = (fs)ses v cada fs € home(Xs, Ys). La composicion
de morfismos se define de acuerdo a los tipos: fsogs = (fs ° gs)ses-

A veces necesitaremos referirnos a un objeto X5 de Ob(C) cuando Xg se dé en
una forma u otra. A tal fin definimos un functor arg®: Cg — C tal que arg®X¢s = X
y arg®fs = fs. Especialmente, al trabajar en Setg, card(S) > 1, conviene definir
los dos functores: $°\® : Setg — Setg tales que ¢°\*Xg = X, donde, para todo
t € S\{s} tenemos X| = X;, y X, = 0. De forma similar, definimos el functor
¢° : Setg — Setg como ¢°Xg = X, donde, para todo t € S\{s} tenemos X = 0,

y X! = X;. Las acciones sobre los morfismos se definen del modo usual.
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Claramente, un functor F: C — D se puede extender a otro Fg = (F)ses: Cs — Dg
(para todo s € S, el functor permanece inalterado). Por ejemplo, tanto el functor
potencia P: Set — Set como el functor potencia multi-valorado L: Set — Set
permiten determinar functores en Setg, y escribimos Pg = (P)ses y Ls = (L)ses-
Tgualmente son de interés los functores Gg: Cs — D, s € .S, pues podemos determinar
functores G: Cs — Dg tales que para todo Xg € Ob(Cg) tenemos GXg = (Gs Xg)ses-
Obsérvese que ahora tenemos Gg = arg® o G.

Ahora, considérense cualesquiera dos functores F, G: C — D. Una transformacion
natural 7 entre F y G, denotada por 7: F — G, asigna a cada C-objecto X un D-
morfismo 7x : FX — GX que satisface Gf o7x = 7y oFf para todo f € hom¢(X,Y).
Notese que Cg también es una categoria, por lo que podemos tener transformaciones
naturales entre functores en Cg, por ejemplo.

Por ultimo, recuperamos la nocién de ménada F sobre una categoria C, que
es un triple (F,n, 1), donde F: C — C es un functor (covariante), y n: id — F y

w: FoF — F son transformaciones naturales para las que se cumple o Fpy = po uF
y o Fn=penk =ide.

Signaturas y construccion de términos monoidales

Una signatura multi-tipada ¥ = (5,Q) consiste en un conjunto S de tipos (sorts en
inglés), y un conjunto 2 de operadores. Aqui S es un conjunto de indices, mientras
que §2 puede ser un objeto en Setg. Los operadores en ) es denotan como w :
S1 X+ X8y —>S.

"X8n7% para el conjunto, como un objeto

Es conveniente usar la notacion 251
en Set, de operadores w : s1 X+ - X s, = s € {)5 con n dado, y 7% para el conjunto
de constantes w :— s. Con estas notaciones, mantenemos un seguimiento explicito

de los tipos de los operadores asi como de sus aridades, y consideramos

Qs — H (S1XXsn—s

S1,..,5n

n<k

En estructuras algebraicas para valores de verdad, preferiremos usar cuantales da-
do que juegan un rol importante al hacer uso de categorias monoidales cerradas en
la construccion formal de signaturas. Los cuantales cumplen las propiedades de los
reticulos residuados, y los reticulos residuados completos son cuantales. Nos restrin-
gimos, ademés, a cuantales £ que sean conmutativos y unitarios, pues esto hace

que la categoria de Goguen!® Set(£Q) sea una categoria cerrada monoidal simétri-

107,05 objetos en una categoria de Goguen son pares (4, a), donde a : A — @Q es un mapeado.
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ca y, por tanto, bi-cerrada. Esta categoria de Goguen incorpora toda la estructura
necesaria para modelar la incertidumbre mediante las categorias subyacentes para
los términos difusos sobre signaturas apropiadas, construidos por sus términos mo-
noidales [EGHK14]. Obsérvese, de hecho, que la signatura, como objeto categorico,
incorpora también la incertidumbre. Recuérdese que (A4, a)® (B, 3) = (Ax B,a®f)
provee la operaciéon monoidal sobre objetos de la categoria de Goguen. Si © es el
operador de encuentro, entonces ® es el producto categorico.

Una signatura (5, (€2, «)) sobre Set(Q) tiene, tipicamente, S como un conjunto
“crisp”, y asi o : 2 — @ asigna valores de incertidumbre a los operadores. Para la
construccion del término monédico necesitamos objetos (31X X8n 78 81X XS0 8)
para los operadores w : s1X---xs, — s conndado, y (272, &%) para las constantes
w :— s. Estos objetos son proporcionados por (2, «).

En nuestra construccion general del functor de términos tenemos

\I’m,S((Xt)tes):Qslxmxsn_)s(@ ® Xs,,

1=1,...,n

lo que se especializa, en el caso de la categoria de Goguen, a

Wa o (X, 8))ses) = (Q17 X2, af0xon =) @ () (X, 05,)

1=1,...,n

_ (Qslxmxsn~>5 % H Xs.;a QS1X XSS o @ 551)
i=1,...,n =1

Los pasos inductivos empiezan con Tis = Hmeé Vns, ¥, para ¢ > 1, se procede con
T4 o Xs = [Toes Yns (TS Xs U Xe)tes), ¥ T ofs = [nes Vns(Thy fo U fo)ees)-

Esto nos permite definir los functores Ty mediante T4 Xs = (Ts (Xs)ses, ¥
Tsfs = (T ofs)ses- Hay una transformacion natural =L T o T‘Z'|r1 tal que
(T%).>0 es un sistema inductivo de endofunctores con =:*! como su mapeado. Existe
el limite inductivo F = ind hng‘Z y el functor de términos final Ty es Ty, = FUidset,.
También tenemos Ty Xs = (Tx,sXs)ses, ¥y T no es estrictamente idempotente, si
bien existe un isomorfismo natural entre Ty Ty v Tx.

Para mas detalles concernientes a la construccion de este functor, véase [EGHK14].

Sentencias en un contexto de programacion légica
Sea Y9 = (Sp, o) una signatura sobre Set, y Ty, la monada de términos sobre

Setg,. Para las variables en Xg,, el conjunto de términos Tx,Xs,, como objeto de
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Setg,, corresponden a los “términos” y, de forma similar Ty, 0g, sera el conjunto de
los llamados “términos bésicos” en el sentido de [Llo84].

Con objeto de introducir predicados como operadores de una signatura separada,
de modo que el functor resultante pueda componerse con el de términos, asumimos
que X contiene un tipo bool, que no aparece relacionado con ningtin operador de
Q, esto es, establecemos S = Sy U {bool}, bool & Sy, y Q = Q. Esto significa
que Ts poo1Xs = Xpoo1, ¥, para cualquier sustituciéon og : Xg — TxXg, tenemos
Oboo1(Z) = x para todo x € Xpeo1. Se espera que la composicion del functor de
“predicados” con Ty corresponda al functor de “predicados como términos”.

Podemos ahora separar la 16gica proposicional de la l6gica de predicados, y decidir
también si incluir o no la negacion. El efecto de ello es que la implicacion pasa a ser
un dispositivo sintactico donde la conjuncion (y, en caso de introducirse, la negacion),
produce términos de términos.

Para conseguir este objetivo, sea Xp;, = (Spr,Qpr) la signatura de la ldgica
proposicional bi-valuada subyacente, donde Spr, = S, y Qpr = {F,T :— bool, & :
bool xbool — bool, = : bool — bool}U{P; :s; X---xs;, — bool i€ I,s; €S}
Asi como bool no produce términos adicionales, salvo por variables adicionales que
sean términos al usar X, los tipos en Spyr, distintos de bool, no construiran térmi-
nos adicionales salvo variables. A primera vista anadir predicados como operadores,
incluso si no producen términos, parece superfluo, pero esta justificado por la com-
posicion de estos functores de términos con Ty.

En el caso multi-valorado, tendriamos un tipo lat, tal que 2((lat) = L, fuera
el conjunto correspondiente a un reticulo completo £. De hecho £ puede ser, mas
especificamente, un reticulo residuado, cuando se desee que la conjuncién esté resi-
duada con el operador de implicacion (en el reticulo) o un cuantal, lo que justifica
el uso de subcategorias monoides cerradas. La elecciéon de un reticulo o un cuantal

se justifica segin el contexto de la aplicacion a construir.

Obsérvese que es posible incluir los dos tipos bool y lat en la misma signatu-
ra, si uno necesita distinguir el caso bi-valuado del multi-valorado también a nivel

sintactico.

En la signatura ldgica proposicional multi-valorada X3} = (SB7, Qp}) las cons-

tantes se mapean algebraicamente a valores de incertidumbre. En lo que sigue, no
distinguiremos explicitamente entre X" y 3, asi que cuando escribamos 3, el reticu-
lo subyacente puede ser bi-valuado o multi-valorado. Introducimos ahora la notacion

Ypr\- para la signatura en la que se prescinde del operador =y ¥ pr\- ¢ para la
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signatura en la se prescinde tanto de = como de &.

El conjunto (en términos de ZFC) de “términos” sobre ¥ se da por

U (Tz7s ° ¢S\b001)XS;

ses

y el conjunto de féormulas logicas proposicionales es

U (args o TZPL o ¢bool)XS _ (argbool o TZPL o ¢b001)XS~
seS

Usamos la expresion arg® o Txy,, en lugar de Tx,, s por conveniencia. Notese como
(argbool ° TZPL\—u& ° ¢b°°1)XS — {F,T}.
Las sentencias, esto es, féormulas en ldgica proposicional, se dan mediante el functor
Sean — argbool ° TZPL ° QSbOOla
y las sentencias en “logica de clausulas de Horn” se dan por el functor

Senmer = (arg™)? o (Tepp g © Tx) X (Tpy, . 0 Tx)) 0 ¢°\)

_ (argbool)Q o ((TZPL\ﬁ,& X TZPL\ﬁ) 0Ty o ¢S\bool)

Notese también que SenpcrXs es un objeto en Set, y, por tanto, el par (h,b) €
Sengycr Xg, como sentencia que representa una “clausula de Horn”, significa que h
es un “atomo” y b es una conjunciéon de “atomos”. Ademas, (h,T) es un “hecho”, (F, b)
es un “objetivo”, y (F,T) es un “fallo”.

Estos desarrollos permiten aproximaciones similares para otras logicas. Intuitiva-
mente, el functor identidad es el functor de sentencias para lambda-términos (usados
como “sentencias”) en A-célculo, y id? es el functor de sentencias para ecuaciones
(usadas como “sentencias”) en logica ecuacional.

Estamos ahora en posicion de introducir sustitucion de variables. Efectivamente,
dado que tenemos la ménada Ty = (Tx,n, p), podemos realizar la sustitucion de
variables og: ¢%\P°1 X g — Tx¢p%\P°1Yg  esto es, las variables ¢°\P°°! X¢ son susti-
tuidas por los términos T2¢S\b°°1Y5. La sustitucion es sensible al tipo: o = (05)ses
tal que og: arg®(¢%\?°°1 Xg) — Tx ¢ \P°°1Yg. Tenemos que:

Lo Twos : T2¢S\b0°1XS - T2¢S\b°01YS
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o_gead = TEPL\m& (M o TEUS) : (TZPL\—.,& ° TZ)¢S\b°01XS

— (TEPL\—u& o TE)¢S\b°°1YS

O_gody = TZPL\ﬁ (M ° TZUS) : (TZPL\‘- ° TZ)QSS\bOOIXS

= (Tupp o 0 Te)e PtV
(Ugead7 UgOdy) - (TZPL\—‘,& X TZPL\—\)(’U/ ° TEUS) :
((TEPL\—M& X TZPL\ﬂ) ° TZ)¢S\bO°1XS - ((TZPL\—\,& X TEPL\ﬁ) ° TE)¢S\b001YS

Finalmente,

O'HC :( head _body

Ol gpoor) : SengorXs — SenporYs

head body

Obsérvese que 0¢°**, 057 y ( HC

ohead agOdy) son morfismos en Setg pero o¥¢ es un
morfismo en Set.

Es claro que la categoria de Goguen Set(Q) es un candidato para ser la categoria
subyacente. La sustitucion de Ty por el functor compuesto Q o Ty;, proporciona otro

estilo de extensiéon difusa.

Algebras, modelos y punto fijo

En el caso bi-valuado, 2(bool) siempre es {false,true}, de modo que 2A(F) =
false y A(T) = true. Ademas, se espera que A(&) : A(bool) x A(bool) — A(bool),
se defina por la tradicional “tabla de verdad”. Generalmente, 2(sg) se denota por D
de modo que la seméantica para un operador n-ario (sintactico) w : sg X -+ X 89 — Sg
es una operacion n-aria (una funcion) 2(w) : D™ — D. Un algebra multi-tipada
no es un algebra tradicional —ni tan siquiera una tupla de algebras tradicionales—
, dado que un operador w puede estar definido en funcién de muchos tipos vy,
por ello, la seméntica de w no es una funcién n-aria sobre ningin conjunto. Por
ejemplo, si para la signatura Xp; = (Spr,{lpr) asignamos un par, el algebra
“multi-tipada”, (Tx,, Xs, ((w))weap, ), donde Xy = & si s # bool. Por tanto,
(Useglarg® e Ts,, ) Xs, (F, T, &, —)) sirve como un élgebra booleana tradicional bajo
determinadas leyes ecuacionales.

Para un programa de un ntunero finito de clausulas I' = {(hq1,b1), ..., (hn,bn)} C

Sengor Xg, basadas en ¥ y X py, asignamos un objeto Setg

(Ur)s = Tsbs = (Tes0s)ses



3.8. Programacién légica difusa desde la teoria de categorias 109

donde Ty 505 es el conjunto de todos los términos basicos de tipo s, y, efectivamente,
TE,bool@S = (). Notese como UsES(UF)S corresponde a la vision tradicional y no
tipada de wuniverso de Herbrand como un conjunto en el sentido de ZFC.

También nos interesa el objeto Set

bool

Br = (arg o TZPL\—‘,& ° TZ) (Z)S

que corresponde a la base de Herbrand en el sentido tradicional [Llo84].

Las interpretaciones de Herbrand de un programa I' son subconjuntos Z C Br,
esto es, T € PBr.

Por conveniencia, cuando tratemos con el operador de consecuencias inmediatas
para las consideraciones del punto fijo, haremos uso de la base de expresiones de
Herbrand

BY¥ = (arg®®°? °oTsp, .o Ts) Os.

Obsérvese que una interpretacion de Herbrand Z se extiende canonicamente a una
interpretacion de expresion de Herbrand I% C Bl‘g‘. De igual modo, si Z € LBr, se
puede extender Z a una interpretacion de expresion difusa de Herbrand T (seman-
ticamente) como sigue: para cada elemento b € Bl‘g de la forma b = b1& - - - &b,, tene-
mos Z¢(b) = AN{Z(b1),...,Z(b,)} y para un elemento atémico b € BF, Z%(b) = Z(b).
Sin embargo, es cuestionable denominar ‘interpretacion” a Z € LBr.

La interpretacion de Herbrand es el “dlgebra de términos basicos” [Llo84] en
el sentido del algebra universal. Se trata de una Tg-algebra, en lugar de una -
algebra, que corresponde a “interpretaciéon”, hablando en todo caso en el ambito de
los términos basicos (en el sentido de que los conjuntos de variables son vacios).

La extension al caso multi-valorado se divide en dos posibilidades. En una se rea-
liza la composicién del functor del conjunto potencia multi-valorado L con el término
de functores. El resultado de esto es un estilo de “légica con borrosidad”. La otra
posibilidad consiste en definir el functor de términos sobre la categoria de Goguen,
lo que produce un estilo de “logica difusa”. Por ello, esta extensiéon no debe verse
simplemente como la sustitucion del functor P a L, siendo £ el reticulo completo
subyacente, y extendiendo las interpretaciones de Herbrand a interpretaciones de
Herbrand difusas de un programa I' por Z € LBp. Como hemos dicho, existen dos
vias de accion. En una, anotamos los grados de verdad “desde fuera”, como se ha men-
cionado, produciendo sentencias mediante el functor L o Sengcy, e interpretaciones

como conjuntos difusos de predicados

LBr = (Loarg™'o Ty, _,°Ts) 0s.



110 Capitulo 3. Programacion légica multi-adjunta

Una interpretacion difusa en este caso es tan s6lo un mapeado Z : Br — L, y
la incertidumbre surge de los términos, mientras que las sustituciones permanecen
inalteradas.

Por otro lado, podemos introducir los grados de verdad “en el interior” para
producir una ldgica de cldusulas de Horn difusas de sustitucion con el functor de

sentencias
Sensrror = (arg™)? o (Tupp o X Tupp ) o Lso Too g™

de modo que el conjunto de predicados basicos sobre conjuntos difusos de términos

es

Br = (arg™ o Ty, _ oLsoTy) s

. . L L& . .
definiendo la correspondiente extension B'™ del modo usual. Los conjuntos difusos
de predicados basicos resultantes se consiguen al considerar la transformacion natural

llamada “swapper”, intercambiador
S: TEPL\m& o LS — LS o TEPL\m&

dada en [EGHK11] para el caso multi-tipado, y en [EGOV00| para el de un solo tipo.

booler 0s © BR — LBr. Notese como LBE puede corres-

De hecho, se puede usar arg
ponder a una base de Herbrand como conjunto con consideraciones de incertidumbre
tanto para conjuntos de clausulas como para conjuntos de términos.

Al respecto de los puntos fijos, consideramos primero la sustituciéon “crisp” de
términos basicos, esto es, un Setg-morfismo og: Xg — Tx@g. Por la discusién
precedente, esto induce un morfismo oH%: Sengor Xs — Senpgor@s. Se puede
definir ahora un mapeado w : LBr — LBr, donde el reticulo subyacente £ para el

functor multi-valorado del conjunto potencia L es un reticulo completo, por

@(I)(opg'(h) =\ T(oneat (b))
(h,b)ET
Cuando (h,b) € Br x Br es tal que (h,b) € R,uc (el rango de of%), entonces
@(Z)(h) =Z(h) y w(Z)(b) = Z(b).
Claramente, w es monétono, y es bien sabido que w tiene un punto fijo minimo y
otro maximo.
Sin embargo, esto es una aproximaciéon simplista a los modelos difusos, dado

. . . . L,head
que las sustituciones no son difusas. Se pueden proporcionar los mapeados og
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L,body

y og

con Lg “en el interior” para las sustituciones de términos bésicos difusos,

esto es, un Setg-morfismo de la forma agz Xsg— LsTs@s.

Considerando el efecto sobre sustituciones con conjuntos difusos de términos, se

puede considerar un mapeado w" : LBl': — LB%, usando arg®t¢r g, : Bl': — LBr,

de varios modos, por ejemplo, como

T (0ser (1) = (\/ (arg™ cry05 (1)) (1) A TH (05500 ™ (1),
teBr

En este caso, w' también es monétono.

3.9.

Conclusiones

En este capitulo hemos repasado los principales conceptos del lenguaje MALP, desde

su sintaxis y sus diferentes semanticas hasta el calculo de su coste computacional.

A continuacion concretamos los diferentes propoésitos de este capitulo al respecto de

este lenguaje.

Hemos justificado la eleccion de la programacion logica multi-adjunta como
marco de nuestras investigaciones en el campo de la programacion légica difusa.
Su alto nivel de generalidad y expresividad, asi como su semantica operacional
claramente definida, hacen de él (en nuestra opinién), un marco idéneo para

nuestros trabajos en esta creciente area de conocimiento.

Hemos descrito su semantica operacional, que se concibe en base a un sistema
de transicion de estados y dos fases claramente diferenciadas, en las que se
pueden aplicar pasos admisibles y pasos interpretativos (fase de resolucion
difusa y fase interpretativa, respectivamente). La reformulacion y optimizacion
de esta ultima fase es uno de los avances més significativos de esta tesis, y seré

explicada en profundidad en el siguiente capitulo.

También hemos descrito su seméantica declarativa, reformulada en términos de
conjuntos difusos [MPV14c].

A fin de ubicar dicha seméantica operacional, la hemos revisado y comparado
con otras ya descritas en la literatura para MALP, como la seméntica de
punto fijo o la semantica declarativa basada en el modelo minimo de Herbrand
difuso, estableciendo las equivalencias existentes entre ellas, en particular, su
completitud [MMPV12a, MMPV11b]|.
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Para ello hemos estimado el coste computacional asociado a la ejecucion de
programas logico multi-adjuntos. Este punto es de vital importancia para es-
timar la ganancia en eficiencia en los programas transformados por técnicas
ampliamente estudiadas por nuestro grupo de investigacién, como el plega-
do/desplegado. El método clasico de contar el ntimero de pasos de ejecucion
dados no era una medida realista, ya que en la fase interpretativa no se tenia

en cuenta las diferentes complejidades de las conectivas evaluadas.

Como solucién, proponemos la nueva medida de coste Z, la cual, gracias a la
nociéon de “peso de una conectiva” explicada en la Seccion 3.4, y a diferencia
de otras medidas estudiadas en nuestro grupo en el pasado (como Z. o Z}), si
tiene en cuenta todos los operadores que se evalian dentro de una conectiva

asi como posibles llamadas anidadas a otras conectivas.

A pesar de que con la medida de coste mejorada ya podemos estimar con exac-
titud el coste asociado a cualquier derivacion, y comprobar asi si los programas
transformados tienen “mejor” o “peor” comportamiento computacional, en es-
te trabajo quisimos ir un paso mas alla para poder mostrar todo lo que esté
ocurriendo explicitamente durante la fase interpretativa. Para ello, redefinimos
dicha fase creando los llamados pasos interpretativos cortos como detallamos

en la Seccion 3.5.

Con ellos, pretendemos mostrar explicitamente en la derivacion tanto si se esta
“expandiendo” una conectiva (hecho capturado por los pasos interpretativos
cortos de tipo 1) como si se estd evaluando un operador primitivo (hecho
reflejado por los pasos interpretativos cortos de tipo 2). Esta técnica, ademas
de hacer mucho més sencilla la mediciéon del coste computacional asociado a la
ejecucion de programas, nos brinda la posibilidad de generar informacién muy

detallada de las trazas de ejecucion.

Esta idea de “documentar” la ejecucion de programas la recogemos en la Sec-
cion 3.6, en la que explicamos cémo redefinir los reticulos multi-adjuntos sobre
los que se interpretan cualquier programa y objetivo dado, para que sean ca-
paces de incorporar la informacién més relevante producida durante la fase
de ejecucion. Dicha traza de ejecucion se presenta al usuario junto con la res-
puesta computada difusa, y en ella, ademas del grado de verdad con el que

se alcanza la solucion (si la hubiere), gracias a nuestras investigaciones somos
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capaces de mostrar qué reglas se han utilizado para realizar los pasos admisi-
bles, y qué operadores y conectivas se han ido evaluando en cada paso durante
la fase interpretativa (para lo cual es fundamental la utilizacion de los pasos

interpretativos cortos).

= Nuestra aportacién en este campo consiste tanto en la redefiniciéon de la fase
interpretativa como en la generaciéon de trazas de ejecucion. Para manejar estas
nuevas técnicas, el usuario dispone de tres nuevas opciones como “ismode”, “lat”
o “show”; tal y como mostramos en la Seccién 4.3. La primera permite mostrar
los pasos interpretativos cortos, y las dos tltimas gestionan los reticulos multi-
adjuntos que nos permitirdn mostrar las trazas asociadas a la ejecucién de

programas.

= También hemos introducido un método para convertir relaciones de simila-
ridad en reglas MALP, de modo que podamos disfrutar de una nocién de
igualdad mas rica que la igualdad sintactica de este lenguaje, concretamente,
una forma de igualdad estricta basada en similaridades. Ademas, este método
s6lo requiere del usuario que presente un conjunto minimo de ecuaciones de
similaridad (en lugar de dar explicitamente todos los pares de la relacion), que
es expandido mas adelante mediante las clausuras reflexiva, simétrica y tran-
sitiva. El resultado de este método es una herramienta libremente accesible
desde http://dectau.uclm.es/sse/.

En la dltima seccién de este capitulo hemos abordado una tematica menos relacio-
nada con el lenguaje MALP en si, y més con la fundamentacion de la programacion
logica difusa desde el punto de vista de la teoria de categorias, intentando en todo
momento describir un lenguaje lo mas proximo posible a MALP, a la vez que apro-
vechando la riqueza de este marco mateméatico para introducir nociones novedosas
como la signatura multi-tipada.

A este respecto, procedemos contemplando la légica como una estructura que
contiene signaturas, términos, sentencias, conjuntos estructurados de sentencias, im-
plicaciones, algebras, satisfacciones, axiomas, teorias y célculo de demostraciones.
Las signaturas contienen tipos y operadores, y su significado esta proporcionado por
las algebras. Los términos se construyen a partir de operadores en la signatura, y
las sentencias se construyen empleando los términos como bloques de construccion.
La implicacién es una relacién entre conocimiento dado y conocimiento a demostrar.

La satisfaccion es la contraparte semantica de la implicacién, y provee la nocion de
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conclusion logica. Los axiomas describen conocimiento dado, y actuan a modo de
programa logico. Las reglas de inferencia determinan como llegar a las conclusiones
en una cadena de implicaciones.

Se ha identificado la diferencia entre la logica no tipada y la multi-tipada, vy,
del mismo modo, entre la l6gica clasica (“crisp”) y las logicas difusas. También dis-
tinguimos entre “programacion logica difusa”’, que enriquece las consideraciones de
categorias subyacentes, y “programaciéon légica con borrosidad”, que compone térmi-
nos monadicos usando Set como categoria subyacente.

Las consideraciones difusas en la logica se relacionan, por tanto, a estructuras que
contienen signaturas difusas, términos difusos, sentencias difusas, conjuntos difusos
estructurados de sentencias, implicaciones difusas, algebras difusas, satisfacciones

difusas, axiomas difusos, teorias difusas y céalculos de demostraciones difusos.



Capitulo 4

Programacion légica difusa en

el entorno FLOPER

En el capitulo anterior hemos detallado las caracteristicas y algunas de las propie-
dades del lenguaje multi-adjunto, poniendo especial atencion a las definiciones de
respuesta correcta y respuesta computada. También hemos explicado algunas técni-
cas relacionadas con el calculo de coste computacional de la evaluacién de un objetivo
MALP y para la documentacion de las respuestas computadas difusas.

Con objeto de poner a prueba este marco tedrico con problemas del mundo real,
en nuestro grupo de investigacién hemos desarrollado desde 2007 una herramienta
que permite la ejecuciéon y depuracion de programas MALP, que hemos bautizado
FLOPER (por Fuzzy LOgic Programming Environment for Research), en cuyo desa-
rrollo he participado activamente desde el afio 2011 ([MV14, MMPV10b, MMPV10a,
MMPV10c, JMPV14, IMPV15]).

En la Secciéon 4.1 detallamos las nociones basicas de la herramienta FLOPER
atendiendo a su interfaz textual, mientras que su interfaz visual se recoge en la
Seccion 4.2. A continuaciéon se detalla la implementacion de la fase interpreta-
tiva, que tratamos en [MMPV10b], trabajo que no habria sido posible antes de
implementar la nocién de reticulo multi-adjunto en FLOPER, como se hizo en
[MMPV10a, MMPV10c]|.

En la Seccién 4.4 recogemos los avances de [MMPV1la, MMPV11c|, donde im-
plementamos la nocién de traza declarativa, que es una cadena de caracteres que

acompana a las respuestas computadas dadas por el sistema para documentar el
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proceso de evaluaciéon de un objetivo. Este trabajo no habria sido posible sin antes
demostrar el caracter multi-adjunto del reticulo de cadenas de caracteres, o strings
[MMPV12c, MMPV12b| (detallados en el Capitulo 2) y del producto cartesiano de
reticulos multi-adjuntos [MMPV12a| (detallado en el Capitulo 3). Hasta este punto,
todos estos desarrollos estan recogidos en el trabajo [MV14].

Concluimos el capitulo tras la Seccion 4.5, donde se detalla el desarrollo de la
herramienta FLOPER-online, que facilita el uso de la herramienta desde un nave-

gador, teniendo conexién a Internet.

4.1. Un entorno de programacion légica difusa

Uno de los principales desafios que deben afrontar las tecnologias software es dar
respuesta a problemas en entornos cambiantes e imprecisos, en forma de nuevos
métodos, técnicas, plataformas y herramientas. Respecto a los lenguajes, hemos jus-
tificado que el paradigma declarativo disfruta de una serie de ventajas basadas en
su fundamentacion en algtin tipo de formalismo subyacente, como la corresponden-
cia entre su sintaxis (programas) y su seméantica (su significado) o la posibilidad de
analizar (manual o automaticamente) un programa difuso para extraer conclusiones
o incluso transformarlo. Hemos descrito en el capitulo anterior un lenguaje logico
difuso, MALP, orientado a este tipo de problemas. Mas alla de eso, se impone la
necesidad de crear un entorno de programacion que dé soporte sistemético y racional
al desarrollo del software.

Viene a responder a esta necesidad el prototipo FLOPER, disefiado en nues-
tro grupo de investigacién y en cuyo desarrollo he tenido una contribucién signifi-
cativa, como queda reflejado en los articulos [MMPV10a, MMPV10b, MMPV10c,
MV14, JMPV14, IMPV15]. FLOPER cuenta, ademds, con una pagina web pro-
pia, http://dectau.uclm.es/floper/, que informa de sus capacidades y permite

probarla online.

4.1.1. Caracteristicas generales de FLOPER

Nuestra aproximacion a una herramienta de desarrollo de aplicaciones logico difusas
esta parcialmente inspirada en [GMVO04], donde se presenta un intérprete para un
lenguaje 16gico difuso proximo a MALP. En dicho trabajo se utiliza programacion
logica con restricciones sobre ntmeros reales (CLP(R)) para lograr una implemen-
tacion eficiente. En lo que respecta a FLOPER, se ha optado por el uso del lenguaje
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—> Stop the execution of the parser
—> Exit to desktop

Figura 4.1: Interfaz de texto de FLOPER

de programacion PROLOG sin considerar una extension CLP(R), ya que éste es su-
ficiente para implementar la herramienta, ademas de que la simplicidad tanto de la
técnica como del lenguaje objeto resulta accesible a una audiencia mas amplia.

Inicialmente, nuestro sistema estaba restringido a programas cuyo reticulo aso-
ciado fuera el intervalo cerrado [0,1] con la relacién de orden usual, y equipado
con conectivas procedentes de alguna logica difusa convencional (como la logica del
producto, logica de Lukasiewicz y logica de Godel). Actualmente, la herramienta
puede tratar programas asociados a cualquier tipo de reticulo multi-adjunto como
los descritos en la Seccion 2.4. Anadimos a este respecto que, gracias a esta mejora
en la expresividad de la herramienta, es posible ejemplificar en la practica desarro-
llos teoricos como las trazas declarativas (entre otros) anotadas en las respuestas del
sistema.

Nuestra herramienta ofrece una interfaz avanzada similar a la de muchos otros
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entornos de desarrollo y ofrece recursos familiares para los programadores acostum-
brados a los lenguajes declarativos. A bajo nivel, FLOPER ha sido implementado
en Sicstus PROLOG v.3.12.5, aunque esta disenado para ser ejecutado en cualquier
intérprete de PROLOG.

El nicleo de la herramienta se basa en un analizador sintactico y un emulador de
la semantica operacional descrita en la Seccion 3.2. El analizador sintactico ha sido
desarrollado a partir de Gramdticas de Cldusulas Definidas (Definite Clause Gram-
mars, DCG’s), un recurso del lenguaje PROLOG que aporta una notaciéon adecuada
para enunciar las reglas de produccion de una gramatica de forma agil y precisa. El
proceso de andlisis permite introducir programas y objetivos difusos al sistema, y
el emulador de la seméntica operacional devuelve las respuestas computadas difusas
(esto es, pares que incluyen un grado de verdad y una sustitucion) atn cuando todos
los computos intermedios se han ejecutado en un entorno de programacion logica
pura (no difusa). Una vez se carga este nticleo en un intérprete PROLOG, se muestra
mediante una interfaz de texto las opciones disponibles (Figura 4.1), que detallamos
a continuacion.

El primer submeni, el mena de programa, ofrece (entre otras) opciones para:

e Cargar un archivo PROLOG con extension

.pl’. Esta accién permite leer un
programa PROLOG a partir de un archivo. Dicho programa puede consistir en una
serie de definiciones clasicas (no difusas), aunque su uso mas adecuado es el de definir

variables lingiiisticas.

e Listar el conjunto de clausulas PROLOG cargadas desde un archivo ¢ .pl”’ asi
como las que se han obtenido después de compilar un archivo ¢.£fpl’. Este comando
muestra también el programa difuso original contenido en este ultimo archivo, como
se observa en la Figura 4.2.

e Analizar un programa difuso contenido en un archivo con extensién ¢.fpl’.
Este es el comando principal que se encarga de introducir en el sistema el codigo
difuso. Para ello produce dos clases de cédigo. El primero, que llamamos de alto
nivel, consiste en una traduccion regla por regla de cédigo difuso a codigo PROLOG,
que puede ejecutarse en cualquier entorno PROLOG a costa de perder determinadas
propiedades de la semantica de MALP. El segundo, que llamamos de bajo nivel,
sblo puede ser ejecutado en FLOPER, si bien conserva completamente la seméntica

operacional descrita en la Seccién 3.2.

eGuardar el codigo PROLOG resultante del comando anterior en un archivo.
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M8 SICStus 2.12.1 (¢86-win32-nt-4) Mon Apr 18 20:03:40 WEST 2005 = )
File Edit Flags Settings Help

vy list,
Ho loaded files.

ORIGINAL FUZZY-PROLOG CODE:

pii) ¢prod gii. V) &godel r(¥) with 0.8.

qia.¥) ¢<prod =(¥) with 0.7. L
qib.¥) <luka r{¥) with 0.8, [
r(¥) with 0.7

=(b) with 0.9.

GENERATED PROLOG CODE:

Pl TVO) =g (XY, _TVZ) v (¥,_TV3), and_godel (_TV2, _TV3,_TVS),and_prod(d.8, _TVS,TVO).
qta. V. TV} ~=(Y _T¥1} and prod(d.7. TV1.TVD}.

q(b, T, TVO) :=x(¥._TV1) and_lukai0. & _TV1 TVD).

r{Y,0.7).

=s(b,0.9).

Figura 4.2: Ejecucién de la opcion “List”

El segundo subment esta dedicado a la gestion de los reticulos, y ofrece comandos

para:

e Cambiar el reticulo cargado en ese momento en el sistema (opcion “lat”) indi-
cando al sistema el fichero (con extension .lat) que describe el nuevo reticulo. Por
defecto todo programa MALP esté asociado inicialmente al reticulo ([0, 1], <), defi-
nido en el fichero num.1lat. La implementacion y gestion interna de dichos reticulos

por parte de FLOPER se detalla ampliamente en la seccién posterior.
e Mostrar el reticulo cargado.

e Elegir mediante el comando “ismode” el tipo de pasos interpretativos a usar en
las derivaciones. Se permite elegir entre los pasos interpretativos originales (etiqueta
medium), pasos interpretativos cortos descritos en la Seccion 3.5 (etiqueta small) y
la total omisién de la fase interpretativa en la presentaciéon del arbol de derivacion,
dejando tnicamente la respuesta computada difusa, si la hubiera (etiqueta large).

Detallamos con mas profundidad este comando en la Seccion 4.3.1.

El tercer subment recoge los comandos dedicados a la evaluacién de un objetivo. En

concreto:
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e Introducir un objetivo en el sistema. El objetivo debe escribirse entre comi-
llas simples, como se aprecia en la Figura 4.3. Inicialmente no hay ningtn objetivo
cargado en el sistema, por lo que siempre sera necesario invocar esta opcion antes

de lanzar cualquier ejecuciéon o generacién de arboles de desplegado.

28 SICStus 3.12.1 (x86-win32-nt-4): Mon Apr 18 200340 WEST 2005 (= | E) [l
File Edit Flags Settings Help

»» intro.
Current goal: empty
Introduce new Goal: 'pi{X)'.

R

Figura 4.3: Opcion “Intro”

e Ejecutar un objetivo difuso (previamente introducido por teclado mediante
el comando intro). La implementacion de este comando se basa en la traduccion a
c6digo PROLOG del programa y el objetivo difuso introducidos. Recordamos que en
esta implementacion, todos los calculos internos (incluyendo compilacion y ejecucion)
son derivaciones PROLOG puras mientras que las entradas (programas y objetivos
difusos) y salidas (respuestas computadas difusas) tienen siempre apariencia difusa.
Esta técnica se detalla ampliamente en la Seccion 4.1.3.

BB SICStus 3,121 (xB6-win32-nt-4): Mon Apr 18 20:03:40 WEST 2005 = | B [t
File Edit Flags Settings Help

*#¥ =top ——3> Stop the ezecution of the parser. *%
*#%  gquit —3» Exmit to desktop. *3%
3> run.

[Truth degree==0. 4 XE=h] |
[Truth_degree=0.504 H=a] |

By e

Figura 4.4: Opcion “Run”
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La Figura 4.4 muestra la ejecucion del objetivo p (X) previamente introducido contra
el programa de la Figura 4.2, con la respuesta computada difusa esperada.

e Generar arboles de ejecucion parcial y otras tareas relacionadas, como cambiar
la profundidad de los arboles o visualizar sus hojas (comandos “tree”, “depth” y
“leaves”, respectivamente). Todas estas funcionalidades de FLOPER se basan en
el codigo de bajo nivel producido en el analisis del programa y del objetivo. Deta-
llamos esta técnica en la Secciéon 4.1.4. Mostramos un ejemplo de arbol de ejecucion
mediante el comando tree (utilizando de nuevo el ejemplo de la Figura 4.2 y el

objetivo p(X)) en la Figura 4.3.

BB SICStus 3.12.1 (xB6-win32-nt-4): Mon Apr 18 20:03:40 WEST 2005 [ 5 [t
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Figura 4.5: Opcion “tree”

Finalmente, el ment de transformacién recoge comandos relacionados con las
técnicas de transformacion automatica de programas estudiadas en nuestro grupo,
no implementadas todavia en la herramienta. En concreto uno de los objetivos prio-
ritarios en el desarrollo actual del sistema consiste en la implementacion de tres de
ellas: las técnicas de evaluacion parcial de objetivos, transformaciones de programas

basadas en plegado/desplegado y el calculo de reductantes.

4.1.2. Gestion de reticulos y modificadores lingiiisticos en
FLOPER

Como se recoge en la Seccion 2.4, un reticulo multi-adjunto es un reticulo completo

equipado con un namero arbitrario de pares (&;, <—;), donde <—; es una implicacién y
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&; es su conjuncion adjunta. Una de las capacidades mas notorias de la herramienta
FLOPER es el uso de diferentes reticulos para interpretar diferentes programas
difusos, sobresaliendo asi con respecto a la mayoria de sistemas similares, que sélo
aceptan el reticulo usual [0, 1]. De hecho, nuestra herramienta ofrece un submenu
dedicado a la gestion del reticulo, y que incluye los comandos show y lat para
mostrar y cambiar el reticulo cargado, respectivamente.

Esta caracteristica es posible gracias a un método para introducir un reticulo en
la herramienta, consistente en la descripcion del mismo en un fichero con formato
PROLOG y extension “lat”. El ejemplo més ilustrativo de este tipo de ficheros es
“bool.lat”, que describe el reticulo multi-adjunto binario {0,1}, y que usamos para

ejemplificar los predicados que definen estos ficheros.

= member/1. Este predicado se usa para definir el conjunto base del reticulo.
Se satisface sobre cada grado de verdad valido para el reticulo. En el caso de
reticulos finitos es recomendable definir también members/1, cuyo parametro es
una lista de todos los grados de verdad. En el caso booleano, ambos predicados

pueden ser modelados con: member (0) . member (1) . y members([0,1]).

= bot/1y top/1. Se satisfacen sobre el infimo y el supremo del reticulo, respec-
tivamente. Para el reticulo booleano se implementan como bot (0) . y top(1).

= leq/2. Modela la relacion de orden del reticulo. Sélo se satisface cuando se eva-
laa sobre dos elementos comparables del reticulo, cuando el primero es menor
o igual que el segundo. En un reticulo con orden total este predicado se satis-
face para todo par de elementos (evaluados en un orden determinado). Para
el reticulo booleano, este predicado se implementa con los hechos 1eq(0,X) .
y let(X,1).

= Finalmente, se define un conjunto de conectivos de la forma &;jgpe;, (conjun-
cion), Vigper, (disyuncion), o Quper, (agregador), con aridades nq, no y ns,

respectivamente, mediante clausulas de la siguiente forma:
“and_label / (n1+1)7, “or_labely/ (na+1)” y “agr_labels/ (ng+1)”

donde el ultimo parametro de cada predicado corresponde a una variable que
unifica con el resultado de la evaluacién del conectivo. Para el caso booleano
la conjuncién clésica se puede modelar mediante estos dos hechos:

and_bool(0,_,0). and_bool(1,X,X).
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Obsérvese que los programas MALP cuyas reglas son de la forma:
“A <—bool &bool(Bh ceey Bn) with 17
donde Ay B; son 4tomos, engloban completamente la estructura y el funcionamiento

de los programas PROLOG clasicos, con clausulas de la forma “A : —By,...,B,".
member (X) :- number (X),0=<X,X=<1. %% no members/1 (infinite lattice)
bot (0) . top(1). leq(X,Y) :- X=<Y.

and_luka(X,Y,Z) :- pri_add(X,Y,U1),pri_sub(U1,1,U2),pri_max(0,U2,Z).
and_godel(X,Y,Z):- pri_min(X,Y,Z).
and_prod(X,Y,Z) :- pri_prod(X,Y,Z).

|

or_luka(X,Y,Z) pri_add(X,Y,U1),pri_min(U1,1,Z).
or_godel(X,Y,Z) :- pri_max(X,Y,Z).
or_prod(X,Y,Z) :- pri_prod(X,Y,U1),pri_add(X,Y,U2),pri_sub(U2,U1,Z).

agr_aver (X,Y,Z) :- pri_add(X,Y,U),pri_div(U,2,2).

pri_add(X,Y,Z) :- Z is X+Y. pri_min(X,Y,Z) :- (X=<Y,Z=X;X>Y,Z=Y).
pri_sub(X,Y,Z) :- Z is X-Y. pri_max(X,Y,Z) :- (X=<Y,Z=Y;X>Y,Z=X).
pri_prod(X,Y,Z) :- Z is X * Y. pri_div(X,Y,Z) :- Z is X/Y.

Figura 4.6: Fichero “num.lat”, que modela el reticulo multi-adjunto ([0, 1], <)

El fichero “num.lat”, mostrado en la Figura 4.25, sigue el estilo PROLOG descrito
previamente. En ¢l se ha modelado un reticulo més flexible que el correspondiente
a “bool.lat”; dado que describe los grados de verdad del dominio infinito (notese que
esta condicion impide la implementacion completa del predicado “members/1”) [0,1],
permitiendo asi utilizar los operadores de conjuncién y disyunciéon dados por las tres
logicas difusas tipicas descritas anteriormente (las logicas de Zukasiewicz, Gadel y
del producto), asi como el agregador average.

También se han definido predicados auxiliares, cuyos nombres empiezan siempre
con el prefijo “pri_”. Estos predicados permiten describir operadores aritméticos
primitivos (en nuestro caso, +, —, *, /, min y max) en estilo PROLOG, de forma
que las clausulas que definen los conectivos hacen uso de estos predicados y logran un
mayor nivel de expresividad (como es el caso de las conectivas difusas que estamos

considerando: conjunciones, disyunciones y agregadores).
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Hasta este punto hemos detallado los ficheros “num.lat” y “bool.lat”, que defi-
nen dos reticulos totalmente ordenados. Para cubrir completamente la capacidad
de FLOPER de trabajar con distintos reticulos multi-adjuntos, ejemplificamos un
reticulo dotado de un orden parcial con el reticulo que aparece en la Figura 4.7 junto
al fichero “four.lat”, que lo define. Para este reticulo la conjuncién y la implicacion
corresponden a las de la logica de Gddel, donde la conjuncion de Gédel queda ex-
presada como &¢(x,y) £ inf(x,y), debiendo observarse la sustitucion de “min” por

Léinfﬂ

member (bottom) . member (alpha).
T member (beta) . member (top) .
members ([bottom,alpha,beta,top]) .

leq(bottom,X). leq(alpha,alpha).
leq(beta,beta). leq(beta,top).
leq(alpha,top). leq(X,top).

and_godel(X,Y,Z) :- pri_inf(X,Y,Z).

pri_inf (bottom,X,bottom):-!.

pri_inf (alpha,X,alpha):-leq(alpha,X),!.
pri_inf (beta,X,beta):-leq(beta,X),!.
pri_inf (top,X,X):-!.

pri_inf (X,Y,bottom) .

Figura 4.7: Reticulo “four.lat”

El reticulo de la Figura 4.7 ejemplifica la flexibilidad del sistema FLOPER para
utilizar estas estructuras. En su implementacién, obsérvese en el cédigo PROLOG
que le acompana que se han introducido cinco cldusulas para definir el operador
primitivo “pri_inf/3”, que devuelve el infimo de dos elementos. Considérense los

siguientes aspectos:

= Puesto que los grados de verdad a y 3 (o sus correspondientes representaciones

como términos PROLOG, “alpha” y “beta”) no son comparables, los objetivos
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“?- leq(alpha,beta).” y “?- leq(beta,alpha).” siempre producen fallo.

= En cambio, un objetivo de la forma “?- pri_inf (alpha,beta,X).”, o de la
forma inversa “?- pri_inf (beta,alpha,X).”, en lugar de fallar, devuelve el
resultado correspondiente “X=bottom”.

= La implementaciéon del predicado “pri_inf/3” es necesaria en la definicion
dada de “and_godel/3".

Como ejemplo final representamos la llamada algebra de Borel, ya que atna las ca-
ractareristicas mas destacadas de los reticulos vistos, correspondientes a los ficheros
“bool.lat”, “num.lat” y “four.lat”. El algebra de Borel se basa en la unién de intervalos
(donde B([0, 1]) es la union de subintervalos de [0, 1], véase [VGMO02, MPS11]), y se
describe del siguiente modo:

= Un elemento de este reticulo es una lista de pares que representan intervalos.

= El supremo es el namero real 1 (exactamente, el intervalo [1,1]), y el infimo es
el namero real 0 (el intervalo [0, 0]).

= Una unién de intervalos, U, es menor o igual que otra union de intervalos U’
si para cada I € U, existe otro intervalo I’ € U’, tal que I C I'.

El co6digo PROLOG que implementa este reticulo es el siguiente:

member ([i(X,Y)]) 1- number (X) ,number (Y) ,X=<Y.
member ([i(X,Y),i(Z,T) |U])

number (X) ,number (Y) ,number(Z) ,
X=<Y, Y < Z,member ([i(Z,T)|U]).

bot ([1(0,0)1). top([i(1,1)1).

leq([X1,X21X],Y) :- existsGreater(X1,Y),leq([X2(X],Y).
leq([X1],Y) - existsGreater (X1,Y).
existsGreater (i (Xb,Xt),[1(Yb,Yt) |Y]) :- Yb=<Xb, Xt=<Yt,!.
existsGreater (X, [_1Y]) - existsGreater(X,Y).

Figura 4.8: Reticulo ‘borel.lat’
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Modificadores y variables lingiiisticas en FLOPER

Otra de las caracteristicas més sobresalientes del sistema FLOPER consiste en su
capacidad para manejar modificadores lingiiisticos y variables lingiiisticas. Un modi-
ficador lingiiistico, o cerca semantica, equivale a un adverbio del lenguaje ordinario
que matiza el uso del predicado difuso. Esta asociado a una funcién de verdad, y se
puede ver como un agregador unario tal que, aplicado sobre una expresion difusa,
altera su grado de verdad final. Algunos ejemplos de modificadores bien conocidos
son muy y apenas, donde el primero tiende a decrementar el grado de verdad, y
el segundo, a incrementarlo. Dado que, segiin nuestra forma de introducir los mo-
dificadores lingiiisticos, éstos no se diferencian de los agregadores, el lugar para su
definicion es el fichero PROLOG que contiene el propio reticulo sobre el que se inter-
pretan. Por ejemplo, en el reticulo ([0, 1], <) usado en ejemplos previos, definimos

algunos modificadores a través de las siguientes expresiones de la funciéon de verdad:

modificador funcin implementacin

extremo extre(z) = x* agr_extre(X, TV0) : — TVO0 is X x X % X % X.
muy muy(z) = 22 agr muy(X,TV0): — TVO0 is X « X.
masmenos masme(z) = x'/? agr_masme(X, TVO0) : — TVO is sqrt(X).
apenas apenas(z) = x'/* agr_apenas(X, TVO0) : — TVO is sqrt(sqrt(X)).

'
~" Extremadamente

L 1

Figura 4.9: Modificadores lingiiisticos

Los modificadores lingiiisticos incrementan la expresividad del lenguaje difuso y, co-
mo dijimos anteriormente, deben ser definidos como parte del reticulo multi-adjunto
asociado al programa MALP en cuestion.

Por otro lado, las variables lingiiisticas representan simbolos lingiiisticos definidos

por medio de conjuntos difusos. Una variable lingiiistica es caracterizada por una



4.1. Un entorno de programacién légica difusa 127

tupla (z, T,U,G, M), donde z es el nombre de la variable, T el conjunto de simbolos
lingiiisticos de términos de x, U el universo donde se define x, G representa una
regla sintactica para generar términos lingiiisticos, y M es una regla seméntica para
asignar a cada simbolo lingiiistico ¢ su conjunto difuso M (¢). Por ejemplo, cabe
definir la variable lingiiistica distancia, con términos {cerca,lejos}, definida sobre

el universo [0, +00) en kilémetros, como recoge la Figura 4.10.

Lejos

=1

Figura 4.10: Variable lingiiistica “distancia” con los términos “cerca’” y “lejos”

Se define esta variable en un fichero PROLOG donde definimos un predicado difuso
por cada término. Aqui, los argumentos son una variable de entrada (D) para la
distancia, y una variable de salida (TV) para el grado de pertenencia de la variable
de entrada al conjunto difuso. En tanto que se cargue este programa PROLOG en
FLOPER, dichas definiciones pasaran a estar disponibles para el correspondiente
programa MALP.

cerca(D,1) D=<100.
cerca(D,TV):- 100<D, D=<500, TV is (500-D)/400.
cerca(D,0) :- 500<D.

|

lejos(D,0) :- D=<100.
lejos(D,TV):- 100<D, D=<500, TV is (D-100)/400.
lejos(D,1) :- 500<D.

A continuacién ofrecemos un ejemplo mas complejo donde disenamos una aplicacion

turistica que computa el mejor destino de vacaciones. La base de datos incluye
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algunas ciudades e informacion relevante relacionada con ellas (tipo de clima, buenas
vistas, distancia desde nuestra ciudad, etc.). La eleccion de un lenguaje difuso para
implementar esta aplicacion se justifica por las caracteristicas claramente difusas de
parte de la informacién que maneja. El programa consta de doce hechos y una sola
regla que introduce tanto variables como modificadores lingiiisticos.

Utilizando variables lingiiisticas “difuminamos” la distancia como sigue.

buen_tiempo (madrid) with 0.8.
buen_tiempo(estambul) with 0.7.
buen_tiempo (moscid) with 0.2.

buen_tiempo(sydney) with 0.5.

buenas_vistas(madrid) with 0.6.
buenas_vistas(estambul) with 0.7.
buenas_vistas(mosci) with 0.2.

buenas_vistas(sydney) with 0.6.

distancia_origen(madrid, 250).
distancia_origen(estambul, 3700).
distancia_origen(mosca, 4200).

distancia_origen(sydney, 18000).

buen_destino(X) <- @apenas(distancia_origen(X,D) & cerca(D))
Qaver

@muy (buen_tiempo(X) & buenas_vistas(X)).

El significado asociado al uso que damos de los modificadores lingiiisticos en la tltima
regla MALP consiste en que le damos poca importancia a la distancia y, en cambio,
estamos maés interesados en el tiempo y las vistas.

La evaluacion del objetivo buen_destino(X) en FLOPER para el programa
previo produce los siguientes resultados (que indican que el mejor destino, de acuerdo
a nuestra especificacion, es Madrid, seguido de lejos por Estambul y Sidney, mientras

Mosct tiene asociado el grado de verdad 0).

[Truth_degree=0.0,X=mosci]
[Truth_degree=0.005000000000000009,X=sydney]
[Truth_degree=0.07999999999999996 ,X=estambul]
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[Truth_degree=0.5245698525097306 ,X=madrid]

Notese que, dada la definicidon actual de los predicados difusos “X esta cerca” y “X es-
ta lejos”, si la distancia es superior a 500 kilometros siempre tendra grado de verdad
0 en cuanto a “cerca”, y si estd por debajo de 100 kilémetros, “lejos” tendra gra-
do de verdad 0. Ahora bien, estas nociones se vuelven poco ttiles para discriminar
destinos fuera de ese rango, produciendo el mismo grado de verdad para Paris que
para Canberra. Resolvemos este problema mediante reglas no lineales para describir
los términos “cerca’” y “lejos” como las siguientes, que muestran la flexibilidad de
FLOPER para tratar predicados definidos mediante expresiones aritméticas varia-

das.

cerca(D,TV) :- TV is 250/ (D+250).
lejOS(D,TV) - TV is 1 - 250/(D+250).

=1

Figura 4.11: Variable lingiiistica ‘distancia’ con versiones flexibles de ‘cerca’ y ‘lejos’

A modo de resumen, destacamos que la gestion e implementacion de reticulos multi-
adjuntos, modificadores y variables lingiiisticas por parte de FLOPER (mediante
ficheros “lat”) aporta una flexibilidad y potencia expresiva muy interesante a nuestra

herramienta.

4.1.3. Traduccion del cédigo difuso a c6digo PROLOG

Dedicamos esta seccion a detallar las dos estrategias empleadas en FLOPER para

generar codigo difuso, cada una de ellas basadas en un modo de traducir dicho co6digo
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a cddigo PROLOG puro. Estas técnicas producen resultados que difieren tanto en su
modo de uso como en su significado. La técnica desarrollada en primer lugar (véase
[JMPO0G6c|) genera a partir de un programa MALP otro programa PROLOG indepen-
diente de la herramienta FLOPER (esto es, ejecutable en cualquier intérprete de
PROLOG) cuya seméantica es muy cercana a la del programa original. Esta técnica
también exige la traduccion del objetivo a evaluar. El resultado de este proceso es la
evaluacion aparente de un objetivo difuso sobre un programa difuso, obteniendo un
conjunto de respuestas computadas difusas (pares formados por un grado de verdad
y una sustitucion) si bien los calculos intermedios se realizan en un contexto logico
puro (no difuso). Esta técnica fue implementada en FLOPER desde su primera
versién, como recogen los trabajos [AMMO07a, AMMOT7b].

Concretamos a continuacion los convenios sintacticos asumidos en esta primera

forma de traduccion.

= Cada atomo en el contexto de una regla difusa se traduce como un atomo
PROLOG que comparte el mismo simbolo de predicado, si bien su aridad se
incrementa en una unidad. Los parametros del 4&tomo resultante son los mismos
que los del original, y en el mismo orden, mas un argumento extra consistente
en una variable (llamada “variable grado de verdad”), etiquetada como _TVi,
y cuya funcién es unificar con el grado de verdad que le corresponde al 4tomo
durante su evaluacién.

= Cada agregador @; (&; vy |;, respectivamente, para cada conjuncion y disyun-
cion) se traduce como un dtomo cuyo simbolo de predicado, al que llamamos
predicado de agregacion, tiene la forma agr_i (and_i y or_i), y sus parametros
son las variables grado de verdad de los atomos que dicho agregador conecta,
més una variable que unifica con el resultado de evaluar la correspondiente

funcion de verdad.

= Con objeto de implementar el punto anterior, la funcién de verdad Q, (&1
o |;) asociada a cada agregador @; (conjuncién &; o disyuncién |;), se tra-
duce como una clausula PROLOG de forma que el predicado de su cabeza
coincide con el del punto anterior, y cuyo cuerpo es tal que la evaluacién de
agr_i(Xy,...,X,,TV) (and_i(Xy,...,X,,TV) o or_i(Xy,...,X,,TV))
unifique la variable TV con z, si @Q;(Xy,...,X,) = ¢ (&:i(X1,...,Xn) = 2
o |i(X1,...,X,) = x). A continuacion ilustramos este procedimiento para las

conjunciones del Producto, de Gédel y de fukasiewicz.
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and_prod(X,Y,Z) - Z is X *x Y.
and_godel(X,Y,Z) :- (X=<Y,Z=X;X>Y,Z=Y).
and_luka(X,Y,Z) :- H is X+Y-1, (H=<0,Z=0;H>0,Z=H).

= Los hechos del programa difuso A < v (esto es, las reglas sin cuerpo) se
traducen del mismo modo que los 4tomos, con la salvedad de que como ultimo
parametro, en lugar de una variable, se incluye el grado de verdad v, como
se observa en el Ejemplo 4.1.1 que muestra un programa asociado al reticulo
(10,1], ).

= Las reglas de programa difuso se traducen como clausulas PROLOG, susti-
tuyendo cada atomo y cada agregador por su traduccién, y uniendo los 4tomos
resultantes por comas. Los atomos mantienen, una vez traducidos, el mismo
orden que en la regla original, y los agregadores se ubican al final de la clau-
sula conservando también el orden entre ellos, a fin de que todas las variables
grado de verdad se encuentren instanciadas en el momento de evaluarlos. Con-
cretamente, se ubica en ultimo lugar el predicado de agregacion que modela la
conjunciéon adjunta al operador implicacion de la regla, haciendo uso también
del grado de verdad de ésta. Por ejemplo, las tres primeras reglas del Ejemplo

4.1.1 pueden representarse por las clausulas PROLOG:
p(X, TVO0):—q(X,Y, TV1),r(Y, TV2), and godel( TV1, TV2, TV3),
and_prod(0.8, TV3, TVO).

q(a,Y, TVO): —s(Y, TV1), and prod(0.7, TV1, TVO).
q(b,Y, TVO):—r(Y, TV1), and luka(0.8, TV1, TVO).

= Un objetivo difuso se traduce como un objetivo PROLOG del mismo modo que
el cuerpo de una regla, esto es, reemplazando cada atomo por su traduccion,
ubicandolos en la férmula en su orden original de aparicion, y reemplazando
cada agregador por un predicado de agregacién con los parametros correspon-

dientes. Por ejemplo, el objetivo p(X) &godel r(a) puede representarse por
el siguiente objetivo PROLOG:

? —p(X, TV1),r(a, TV2),and godel( TV1, TV2, TV3).
Mediante este procedimiento, el sistema FLOPER traduce el programa logico multi-

adjunto original y su objetivo a cédigo PROLOG estandar, que se puede ejecutar en

cualquier intérprete de PROLOG.
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La segunda técnica referida, que detallamos en la siguiente seccion, emulada la
semantica operacional de MALP.Esta segunda técnica, si bien no es independiente

de FLOPER, conserva completamente la seméantica del lenguaje original.

4.1.4. Ejecuciéon de programas y arboles de desplegado

La técnica de traducciéon que acabamos de describir es util para la resolucion de
objetivos y la ejecuciéon de programas de forma transparente al usuario, pero resul-
ta insuficiente para realizar acciones mas sofisticadas. En concreto, obsérvese que, si
bien este método permite simular derivaciones difusas completas (a través de las deri-
vaciones PROLOG correspondientes basadas en resolucion-SLD), no permite generar
derivaciones parciales, asi como tampoco aplicar un tnico paso admisible/interpre-
tativo sobre una expresion difusa.

Este tipo de manipulaciones de bajo nivel son necesarias para generar deri-
vaciones de un numero fijo de pasos, modificar el cuerpo de una regla de pro-
grama, aplicar sustituciones en su cabeza, etc., con objeto de implementar de-
terminadas técnicas de transformacion para este tipo de programas. Un ejemplo
de estos mecanismos lo constituye la transformacion de desplegado difuso desa-
rrollada en nuestro grupo [GMO08a, JMP04, MMO09d]|, que se define como la sus-
tituciéon de una regla de programa R : (A <; B;a) por el conjunto de reglas
{{Ao < B';a) | (Byid) —as/1s (B';0)}. Este mecanismo exige la generacion de
derivaciones de un solo paso, la modificaciéon del cuerpo de una regla y la aplica-
cion de sustituciones en su cabeza. Para lograrlo, seguimos la estrategia de emular
a través de PROLOG el mecanismo operacional de MALP, para lo cual hemos desa-
rrollado en nuestro grupo un método de representacion del codigo difuso que la
herramienta FLOPER puede manipular. Esta técnica fue presentada por primera
vez en [MMO8d] y se fue refinando en los trabajos [MMO08b, MM08a, MM08c|. En
el siguiente ejemplo, con objeto de ilustrar las diferencias entre el coédigo difuso y
las representaciones propuestas en la secciéon anterior y la presente, mostramos una

clausula MALP junto a sus dos versiones traducidas

Ejemplo 4.1.1. Cédigo MALP original
p(X) < prod q(X,Y) &godel r(Y) with 0.8.
Traduccion a coédigo PROLOG ejecutable, segun la Seccion 4.1.3 anterior
p(X, TVO0):—q(X,Y, TV1),r(Y, TV2), and godel( TV1, TV2, TV3),
and_prod(0.8, TV3, TVO).
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Traduccion a cédigo PROLOG manipulable por FLOPER
rule(number(1),
head(atom(pred(p, 1), var('X')])),
impl(prod),
body(and(godel, 2,
[atom(pred(q, 2),
var('X'), var("¥")),
atom(pred(r, 1),
var (YY),

£d(0.8)).

Como se aprecia en este ejemplo, este procedimiento de traduccion se basa en la
creacion de una estructura en forma de drbol, similar a un drbol semdntico, donde
queda representado cada elemento de la regla difusa.

Por cada regla MALP se genera un hecho PROLOG que especifica uno a uno
los elementos de dicha regla. Esta representacion del codigo facilita su modifica-
cion, ya sea para realizar las operaciones mds especificas como la aplicacion de una
sustitucion, la aplicacion de un paso admisible, etc., hasta las complejas, como la ge-
neracion/visualizacion de un drbol de desplegado para un programa y objetivo dados,

con una profundidad determinada por el usuario, como ilustra la Figura 4.12.

M <ICStus 3.12.2 (xB6-win32-nt-4): Sun May 29 12:06:20 WEST 2005 LE‘EIJ_EJ
File Edit Flags Seftings Help
¥y tree.
RO < p(). {} >
Rl ¢ &prod(0.9,dgodel (q(X1), @aver(r(¥1),s(X10))), {E31} »
B2 ¢ &prod(0.9 égodel{0.8, @aver(ria),=(a)))), {ia ilsa}
B3 ¢ &prod(0.9,dgodel (0.8, @aver(0.7, S(a)))) {873, %1/, 511738) »
Bd < &prod(0.9,kgodel(0.8, @aver(0.7,0.5))), {isa ilsa, X115, 1165} »
iz ¢ &prod(0.9,4g0del(0.8,0.6)), {i/a. 8173 1173 K16/3} »

iz ¢ &prod(0.9.0.6), {%/a.Xlva X113 El6/a) »
1= ¢ .54, {i/a. %173, 51178, X168} &

Figura 4.12: Generacion de arbol de desplegado en FLOPER
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m Edit Code Run Transformation Options Help
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5
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Close Project =
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3 New Prolog File... @aver(apd,pea)
{1

& Open Prolog File:
@aver(0,p0q)

0

T4 New Script File.
&5 Open Script File...
(&5 Replace Lattice File.

Open .t Tree. . Ctrl+Maylsculas+T

@aver(0,0.6)
Open xmi Tree. Crl+Maylsculas+x b}
Ext cti+q fxis) @aver(0, &procl(0.8,p(s (s (s (2]
x0x2)
@aver(0,&prod(0.9,&prod(0.9,p(s(s(s(s(s(S (X2
{Xd/s(s(s(X2N X/X2}
@aver(0,&prod(0.9 &prod(0.9, &prod(0 9,p(s(s(s(s(s(s(s(s(S 2NN
MK /s(s(s(X2))) X/K2}
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Figura 4.13: Arbol con una rama infinita y un paso — 493

Ponemos fin a este bloque con un sencillo ejemplo que ilustra la mayor pertinencia
de esta técnica, en lo que respecta a la semantica, que la de la presentada en la
Seccion anterior 4.1.3. Recordamos que esta tultima se basa en emular el codigo
difuso mediante un programa PROLOG puro, que puede caer en un bucle o fallar
directamente al buscar 4tomos no definidos, y que por ello existen situaciones en las
que el programa PROLOG generado por la técnica de la seccién anterior no encuentra

todas las soluciones que si localiza la presente técnica. Considérese el programa:

p(a) with 0.8.
p(X) <prod p(s(s(s(X)))) with 0.9.
p(b) with 0.6.

Se aprecia que el objetivo “p(X)” admite dos soluciones (0.8, {X/a}) y (0.6, {X/b}),
producidas al dar un paso admisible con la primera y la tercera regla, respectiva-
mente). No obstante, al traducir el programa y el objetivo por la técnica presentada

en la seccion anterior, la segunda regla induce una rama infinita entre las hojas aso-
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ciadas a las respuestas computadas difusas en el correspondiente arbol de ejecucion.
Otro problema emerge en la evaluaciéon de un objetivo més complejo como “q(X)
@aver p(X)”, consistente en el fallo del programa al no estar definido el predicado
q/1, cuando, en un contexto MALP, esto conlleva la sustitucion del 4tomo q(X)
por 0 a través de un paso —ag3 de acuerdo con la Definicion 3.2.1 y, finalmente,
la interpretacion de la formula Z(p(X ))@avero, produciéndose dos soluciones. Mos-
tramos a continuacion el coédigo del arbol de ejecucion tal y como se muestra desde
la interfaz de texto de FLOPER, junto a una imagen del mismo arbol desde la
interfaz grafica! del programa. En ambas representaciones del arbol se aprecian las
dos respuestas correctas 0.3 y 0.4 cuando X cambia por a y cuando X cambia por

b, respectivamente.

RO < @aver(q(X),p(X)), {} >
RO < @aver(0,p(X)), {} >
R1 < @aver(0,0.8), {X/a} >
is < 0.4, {X/a} >
R2 < @aver(0,&prod(0.9,p(s(s(s(X2)))))), {X/X2} >
R2 < Q@aver(0,&prod(0.9,&prod(0.9,p(s(s(s(...... >
R2 < @aver(0,&prod(0.9,&prod (0.9,&prod(0.9,p(s...>
R3 < @aver(0,0.6), {X/b} >
is < 0.3, {X/b}} >

Como ilustra el ejemplo, la capacidad de FLOPER de generar trazas basadas en
arboles de ejecucion provee a la herramienta de capacidad de depuraciéon. Esta ca-
pacidad permite al usuario descubrir soluciones para consultas incluso cuando el
proceso de compilacion y ejecuciéon en PROLOG puro explicado en la seccion previa
resulta insuficiente.

4.2. Interfaz grafica, proyectos y “scripts” en Visual-

FLOPER.

Una interfaz grafica que permita la interacciéon con el usuario de una forma sencilla
e intuitiva es una caracteristica muy recomendable y casi obligada para cualquier

aplicacion informatica en la actualidad. Hemos puesto muchos esfuerzos en nuestro

IExplicamos con mayor detenimiento la interfaz grafica de FLOPER en la Seccion 4.2.
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grupo en los tltimos anos por dotar a FLOPER de una interfaz de esta clase
que facilite su uso a una comunidad mas amplia de usuarios en diferentes entornos
(académico, empresarial, etc.).

El resultado de estos esfuerzos es Visual FLOPER, que dota a FLOPER de una
interfaz grafica que permite llevar a cabo, de forma intuitiva, las mismas operaciones,
y aflade nuevas caracteristicas y funcionalidades muy tutiles de cara al usuario, y que

detallamos a lo largo de esta seccion.

4.2.1. Caracteristicas generales de Visual FLOPER

La interfaz grafica ha sido implementada utilizando el lenguaje JAVA, e integrada
perfectamente con el nicleo de la herramienta, que sigue siendo codigo PROLOG
puro. Los procesos descritos en la Seccion 4.1, entre los que se cuentan cargar un
programa, analizarlo y ejecutarlo, siguen realizandose internamente igual que en la
herramienta de programacion original FLOPER, ya que Visual FLOPER constituye
un programa separado que, ademas, introduce nuevas caracteristicas.

La Figura 4.14 ilustra la interfaz Visual FLOPER tal y como aparece al invocar
la aplicacion, esto es, antes de cargar ningin proyecto. Hemos marcado en rojo las
diferentes partes de la interfaz para facilitar su descripciéon. En el recuadro denotado
como 1 se ubican todas las acciones que se pueden realizar desde el programa,
ordenadas por menus que detallamos a continuacién, acompanadas de una barra en
la que se disponen numerosos atajos visuales a las acciones de uso mas frecuente.
En el area 2 destacamos el arbol de ficheros cargados en el programa, englobados
todos ellos en sus correspondientes proyectos (detallamos el concepto de proyecto
mas adelante).

Esta interfaz grafica de FLOPER maneja explicitamente la nocion de proyecto,
que puede definirse como todos aquellos ficheros empleados por FLOPER en una
misma sesion de trabajo. Este es un concepto propio de Visual FLOPER pues, como
sucede con los scripts, no tiene correspondencia con la interfaz primitiva del entorno.
Cada proyecto contiene un directorio para los programas logicos difusos (con exten-
sion “.fpl”) y otro para los programas logicos PROLOG (con extension “.pl”), ademas
de un directorio para almacenar los ficheros de script y, al mismo nivel de la raiz,
un unico fichero para el reticulo multi-adjunto (con extension “.lat”) asociado al
programa.

En el area 3 se visualizan los programas, reticulos y arboles de desplegado en el

primer caso; y la salida de FLOPER (que incluye las operaciones que se ejecutan y
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sus resultados), en el area 4.
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Figura 4.14: Interfaz grafica de FLOPER: Visual FLOPER

Repasamos a continuacion los distintos ments que ofrece Visual FLOPER, e indica-
mos en cada uno las funcionalidades que ofrecen y sus equivalencias con las opciones
disponibles en FLOPER.

= Men “File”: incorpora las principales acciones dedicadas a la gestion de pro-
yectos. Como explicamos mas detenidamente en una secciéon posterior, tanto
el programa multi-adjunto usado como el reticulo donde se interpreta deben
estar contenidos en el mismo proyecto. Este mentd permite crear un nuevo pro-
yecto o abrir uno existente (con extension “.vfp”), asi como crear o afiadir en su
contexto un fichero logico difuso (“.fpl”), un fichero PROLOG (“.pl”) para afadir
c6digo PROLOG puro, o un script (“.vps”), asi como reemplazar el fichero que
contiene el reticulo donde se ejecutan los programas (por defecto se carga el
reticulo “num.lat”, expuesto en la Figura 4.25). En la siguiente imagen mostra-
mos el menu “File” donde se listan, entre otras, las opciones que acabamos de

explicar.
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Figura 4.15: Ment “File” en Visual FLOPER

= Ment “Code”: este ment incluye opciones para listar y analizar programas
difusos (opciones “List” y “Parse” del menta de FLOPER). A través de “List
High Level ProLOG Code” el programa muestra las clausulas de los ficheros
PROLOG “.pl” incluidos en el proyecto, junto con las clausulas PROLOG gene-
radas en el anéalisis de un fichero “.fpl” segin la Seccion 4.1.3. Otras opciones
de “Code” permiten guardar dichas clausulas en otros ficheros (como hace “Sa-
ve” en FLOPER) y mostrarlos en el adrea de visualizacion de programas de
la interfaz. Por ultimo, la opcién “Show lattice” muestra el cddigo del reticulo
multi-adjunto cargado, del mismo modo que “Show” en el menu de reticulos
de FLOPER.

= Menu “Run”: incluye opciones relativas a la ejecuciéon de objetivos difusos.
La opcion “Execute goal” realiza conjuntamente las funciones “Intro” y “Run”
de FLOPER, esto es, pide al usuario la introduccién de un objetivo y lo
ejecuta con respecto al programa previamente cargado. En caso de que el
programa difuso no hubiera sido analizado con anterioridad, esta opcion invoca

al analizador de manera transparente al usuario.
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Figura 4.16: Ment “Run” en Visual FLOPER

La opcion “ Generate Partial Execution Tree” genera un arbol de trazas de eje-
cucion. Estos arbols son una de las caracteristicas graficas mas llamativas del
entorno por su alto nivel de expresividad (la Figura 4.13 ilustra un ejemplo
de arbol de desplegado en este entorno grafico). Estos arboles son la contra-
parte grafica de los generados en FLOPER con la opcidon “tree”, que tienen
un aspecto menos atractivo. Explicamos la opciéon “Execute scripts” con mas
detenimiento en el apartado siguiente, ya que es una novedad sin contrapartida
en la version clasica de FLOPER. La Figura 4.16 muestra cémo se ejecuta un

objetivo en este entorno.

Menu “Options”: este menu aglutina opciones més heterogéneas de la he-
rramienta. La opcion “Depth” permite al usuario determinar la profundidad
méxima de los arboles de derivacion (obtenidos por la opcion “ Tree”) que cal-
cula el sistema, mientras que con “Ismode” se determina el tipo de pasos inter-

pretativos a realizar para generar dicha derivacién, como hacen los comandos
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homoénimos de FLOPER. Permitimos elegir entre tres tipos distintos de pasos:
los llamados “pasos medios”, que corresponden al concepto de paso interpreta-
tivo visto en la Seccion 3.2.2; los “pasos largos”, que en una sola etapa resuelven
toda una férmula; y los “pasos cortos”, que se explicaran minuciosamente en la

Seccién 3.5 de esta memoria.

= El mend “Transformation” recoge las mismas opciones que su homoénimo
de la version de texto de FLOPER. Las opciones relativas a la evaluacion
parcial de programas, transformaciones basadas en plegado y desplegado asi
como calculo de reductantes, se encuentran ain en proceso de implementacion

y todavia no estan disponibles en nuestra herramienta.

= Para finalizar, los ments “Edit” y “Help” son los clasicos de cualquier aplica-
cion con interfaz gréfica en el sentido de que ofrecen opciones textuales, como
copiar y pegar en el primer caso, e informacion sobre la version de la aplicacion

y un manual de usuario (en fase de construccion) en el segundo.

Obsérvese que se conservan todas las opciones de la version clasica de FLOPER, si
bien se presentan con un aspecto mas intuitivo y facil de manejar para el usuario.
Destacamos entre ellas la nueva representacion de los arboles de desplegado, que re-
sulta mucho mas visual. Ademés de las funcionalidades originales, la interfaz grafica
incluye nuevas caracteristicas, como la nocién de proyecto y de script, asi como una
simplificaciéon de la sintaxis, que detallamos a continuacion.

Respecto a la sintaxis, con objeto de facilitar la escritura de programas logico

difusos, la herramienta ofrece las siguientes facilidades:

= El peso asociado a una regla puede ser omitido si coincide con el elemento
T del reticulo correspondiente. En estos casos, ademas, deja de ser necesario
etiquetar la implicacion, puesto que no tiene efecto a nivel operacional en tanto

que toda conjuncion adjunta & cumple que &(1,x)=x.

= Si no se etiqueta alguna implicacién o conectiva, el sistema selecciona por
defecto una definicién arbitraria de dicha implicacién o conectiva (remitimos

de nuevo a la Figura 4.25, donde se definen los distintos operadores).

= Kl sistema permite incluir clausulas PROLOG entre los simbolos “$$”, como
ocurre con “$p(X) :-!,var(X) .$". También permite insertar codigo PROLOG
puro entre simbolos “{}” dentro del cuerpo de una regla logico difusa MALP,
como ilustra la regla “p([HIT]) <- {Y is H+1} q(Y¥) & p(T).”
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La nocién de proyecto es central en la version grafica de FLOPER. En este contexto
denominamos proyecto al conjunto formado por los ficheros que describen un progra-
ma MALP, clausulas PROLOG, scripts y un tnico reticulo multi-adjunto. Agrupamos
varios ficheros difusos (o bien PROLOG, o de script) en un mismo proyecto, lo que
resulta en un co6digo méas ordenado. Describimos a continuacion el proposito de cada

tipo de fichero dentro de un proyecto:

= el tipo asociado a la extension “.fpl” representa ficheros que contienen reglas
de programa. Si bien en la version de FLOPER basada en texto un programa
estaba definido exclusivamente por un tnico fichero “.fpl”, en Visual FLOPER
todos los ficheros con esta extension se toman como partes del mismo programa

difuso, lo que permite un cédigo mas modular,

= un fichero con extension “lat”, que en realidad contiene un programa PRO-
LOG que modela el (tnico) reticulo (en principio, multi-adjunto, aunque no
necesariamente) asociado al proyecto,

= varios ficheros adicionales “.pl”, que incluyen coédigo PROLOG ttil para repre-

sentar modificadores, variables lingiiisticas y predicados auxiliares,

= Jos ficheros con extension “.sim” representan ecuaciones de similaridad, utili-
zadas por el sistema para recrear, mediante los cierres reflexivo, simétrico y
transitivo, una relacion de similaridad completa (esto se verd mas detenida-
mente en la Seccion 6.5), y

= los ficheros “script”, con extension “.vfs”, que permiten ejecutar varios comandos

en FLOPER seguidos con una sola llamada.

Un nuevo proyecto en blanco se crea a partir de la opcién “New Project” del menta
“File”. Sobre un proyecto siempre es posible anadir (y quitar) los ficheros necesarios.
En el caso del reticulo multi-adjunto, s6lo un fichero, y no varios, puede formar par-
te del proyecto. Al guardar dicho proyecto se genera un fichero con extension “.vfp”
que describe la ubicacion de todos sus ficheros, guardados, a su vez, conservando la
estructura del proyecto en tres directorios distintos (uno para los ficheros difusos,
otro para los programas PROLOG y otro para los scripts, permaneciendo el reticulo
en la raiz del proyecto junto al fichero “.vfp”. La Figura 4.17 ilustra, en primer plano,
un didlogo para elegir el proyecto a abrir, y en segundo, la estructura del proyecto
con sus distintos ficheros una vez cargado en el sistema.
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Figura 4.17: Abriendo un proyecto mediante la opciéon ‘Open Project’

La segunda novedad que aporta Visual FLOPER con respecto a la herramienta

original es la posibilidad de ejecutar scripts. Un script es un fichero de texto plano

con extension “.vfs”) que contiene una serie de comandos FLOPER en el orden que

se desea que se ejecuten una vez invocado. Cada linea del fichero de script puede ser

una orden (en cuyo caso empieza por ord) o un argumento para la orden anterior

(en ese caso empieza por arg). Sirva de ejemplo la siguiente secuencia de 6rdenes:

ord:
arg:
ord:
arg:
ord:

ord:

intro.
p(X).
depht.
4.
tree.

run.

Al ejecutar este script, la aplicacion introduce el objetivo p(X) en el sistema, esta-

blece en 4 la profundidad méxima de los arboles de ejecucion y crea uno para dicho
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objetivo y el programa cargado para, finalmente, ejecutarlo mediante la opcién run,

por este orden.

4.2.2. Un ejemplo completo usando Visual FLOPER

Cerramos esta seccion explicando en detalle el procedimiento para ejecutar un ob-
jetivo con respecto a un programa légico multi-adjunto en nuestra herramienta,
Visual FLOPER, y explorar otras caracteristicas que ofrece este entorno grafico de
programacion.

Para ello nos valemos de un ejemplo que, ademas, tiene el propoésito de acercar la
programacion logica difusa a problemas del mundo real, en tanto que pretende de-
ducir cuéal de las ciudades descritas retine las mejores condiciones para ser sede olim-
pica. Este programa logico multi-adjunto, guardado en el fichero ‘‘sedeolim.fpl’’

consiste en las siguientes reglas:

so(X) <prod s(X) &luka (i(X) l|godel t(X)) with 1.

s (mad) with 0.9
i(mad) with 0.9.
t (mad) with 0.7

s(est) with 0.6
i(est) with 0.6
t (est) with 0.5

s (tok) with 0.9.
i(tok) with 0.6
t(tok) with 0.8

El significado de los predicados difusos es el siguiente: s indica el nivel de seguridad
que ofrece la ciudad en cuestion, i la calidad de las infraestructuras deportivas, t la
calidad de los transportes y so indica la idoneidad de la ciudad como sede olimpica.
Las ciudades candidatas propuestas son Madrid, Estambul y Tokio, y el comité de
expertos ha valorado los diferentes parametros de cada ciudad con un valor entre 0
y 1, como se muestran los nueve hechos del programa.

El primer paso consiste en crear un nuevo proyecto vacio llamado (por ejemplo)

“Proyecto SO”, y afiadir un fichero multi-adjunto. Empleamos el reticulo por defec-
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to “num.lat”, que modela el intervalo [0, 1], cuya implementacion detallamos en la
Secciéon 4.1.2; y su codigo estd expuesto en la Figura 4.25. Recordemos que dicho
reticulo incluye las siguientes conectivas basadas en diferentes logicas difusas:

&prod(x,y) = x * y
&godel(x,y) = min{x,y}
&luka(x,y) = max{(x+y)-1,0}

|prod(x,y) (x+y) - (x*y)
|godel(x,y) = max{x,y}
[luka(x,y) = min{x+y,1}
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Figura 4.18: Ejecucion del objetivo so(X) en Visual FLOPER

Atendiendo a los resultados que darian estas conectivas ante diferentes valores de X
e Y, podemos afirmar que la logica del producto es realista en ambos casos (para la
conjuncion y para la disyuncion); la logica de Godel es optimista para la conjuncion
y pesimista para la disyuncién, y justo el caso contrario ocurre para la logica de

RIS

Fukasiewicz. Cuando hablamos de logicas “optimistas”, “realistas” o “pesimistas” nos
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Figura 4.19: Archivo .png que contiene el arbol de ejecucion para el objetivo so (X)

referimos a que devuelven valores mayores, medios y menores (respectivamente) para

los mismos parametros.

&ruka(,Y) < &prod(T,y) < &godet (%, Y) < [godet (T, Y) < lprod(®,¥) < [iuka (7, y)
Esta es una muestra méas de la flexibilidad y potencia del lenguaje MALP para
ofrecer al usuario la posibilidad de elegir entre distintas opciones para modelar de la
manera mas precisa posible determinados problemas del mundo real. En la definicién
del predicado so (sede olimpica) en el programa de ejemplo hemos usado las versiones
maés restrictivas (o pesimistas) para el operador conjuncion y el operador disyuncion

(la conjuncion de Lukasiewicz y la disyuncion de Godel, respectivamente).
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Figura 4.20: Ejecuciéon del objetivo so2(X) en Visual FLOPER

Mediante la opcién “run” introducimos el objetivo ‘so(X)’, y el sistema devuelve
los resultados que se muestran en la Figura 4.18. En ellos se observa que, dadas
las reglas y datos establecidos, Madrid es la ciudad que ofrece mejores prestaciones,
con un grado de verdad 0.8 (esto es, un grado de confianza del 80 %). La segunda
mejor ciudad, Tokio, es valorada con un 70 %. Muy lejos de sus competidores aparece
Estambul, con un 19 %.

La opcién “tree” muestra el arbol de derivacion generado por Visual FLOPER.
Estos arboles se pueden manipular con facilidad, ya sea arrastrando los nodos y arcos
para reorganizar su visualizacion, o eligiendo mostrar sélo el esqueleto (la forma) del
arbol y ocultar el contenido de los nodos. La herramienta permite exportar el arbol en
tres formatos distintos: como imagen (extension .png), texto plano (extension .txt)
o fichero xml (extension .xml). En el primer caso la imagen guardada corresponde
a la mostrada por la herramienta, como la reflejada en la Figura 4.19.

Anadamos ahora una nueva regla, so2, para ilustrar las consecuencias de usar
diferentes conectivas en el cuerpo de las reglas.

s02(X) <- s(X) & (i(X) @aver t(X)).

La evaluacién del objetivo so2(X) sobre el mismo programa, produce los resultados

reflejados en la Figura 4.20. Madrid se muestra, nuevamente, como la mejor candi-
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Figura 4.21: Opcién ismode en Visual FLOPER

data, si bien con menor nivel de confianza y ligeramente mas cerca de las otras dos
posibles sedes. En concreto, Madrid exhibe un grado de verdad de 0.7, seguido por
el grado de verdad 0.6 de Tokio y, a mayor distancia, Estambul con un 0.14 de nivel
de confianza.

Pese a su sencillez, este programa ilustra claramente las posibilidades que ofrece el
lenguaje multi-adjunto para modelar problemas mas complejos. Nuestra herramien-
ta de programacion, FLOPER, mejorada con la interfaz grafica Visual FLOPER
descrita en esta secciéon, pretende convertirse en un excelente y flexible entorno para

ejecutar, depurar y tratar este tipo de programas.

4.3. Implementacion en Visual FLOPER de la fase

interpretativa

En esta seccion detallamos la implementacion de algunas de las técnicas descritas
en el Capitulo 3 en el entorno de programaciéon FLOPER. Estas ampliaciones y
mejoras de nuestra herramienta de programaciéon fueron presentadas en los trabajos
[MMPV10a, MMPV10c|. Tratamos, en primer lugar, la implementacion del meca-

nismo operacional basado en los pasos interpretativos cortos que, como se recoge en
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Figura 4.22: Opciéon IsMode en FLOPER

la Seccion 3.5, es una reformulacion de la fase interpretativa que evalia explicita-
mente todas las operaciones relacionadas con las conectivas y operadores primitivos
durante una ejecucion. La segunda técnica cuya implementacion detallamos en este
capitulo, que esta intimamente relacionada con la primera, es la expuesta en la Sec-
cion 3.6, y consiste en la incorporacion de informacion relativa a la evaluacion de un
objetivo en las respuestas computadas correspondientes a dicha evaluacién mediante
el uso de reticulos apropiados.

Para dar cabida a estas nuevas caracteristicas se ha expandido la funcionalidad
de FLOPER con tres nuevas opciones que detallamos a continuacion, y que ya han

sido mencionadas en la Seccién 4.1.1.

4.3.1. Opcién Ismode

La opcion ismode ofrece tres alternativas para realizar la fase interpretativa, cada
una de ellas produciendo un efecto diferente en el arbol de ejecucién que se muestra
con tree. Mediante esta opciéon es posible visualizar los pasos interpretativos cortos
definidos tedricamente en la Seccion 3.5 en las derivaciones. Esta alternativa es la
que con mayor precision refleja las operaciones realizadas durante la fase interpre-
tativa. Las otras dos posibilidades abstraen cada paso interpretativo —a través del
uso de pasos interpretativos “clasicos”™ o, incluso, la fase interpretativa al completo.
Tlustramos estas caracteristicas en las Figuras 4.22 y 4.21, tanto en la version de
texto de FLOPER como a través de su interfaz grafica, respectivamente.

A continuacion proponemos un arbol de desplegado, tanto en la interfaz de texto
como en la grafica, para ejemplificar las diferentes posibilidades que proporciona la
opcion ismode. Dicho arbol corresponde a la ejecuciéon del programa del Ejemplo
4.1.1, tomando p(X) como objetivo.

Modo ‘large’. La eleccion de este modo de ejecucién produce la omision de toda
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Figura 4.23: Opciones large, medium y small en la interfaz grafica de FLOPER

la fase interpretativa en el arbol, a excepcion de las respuestas computadas difusas
que pueda haber en el mismo. Como se aprecia en traza siguiente, tras cuatro pasos
admisibles —con las reglas 1, 2, 3 y 4— se presenta directamente la f.c.a con la etiqueta

result sin mostrar la fase interpretativa.

>> tree.
RO < p(X), {3} >
R1 < &prod(0.9,&godel (q(X1),@aver(r(X1),s(X1)))), {X/X1} >
R2 < &prod(0.9,&godel(0.8,0aver(r(a),s(a)))), {X/a,X1/a}t >
R3 < &prod(0.9,&godel(0.8,0aver(0.7,s(a)))), {X/a,X1/a,X3/a} >
R4 < &prod(0.9,&godel(0.8,0aver(0.7,0.5))), {X/a,...,X4/a} >
result < 0.54, {X/a,X1/a,X3/a,X4/a} >

Modo ‘medium’. Este modo produce la generacion de derivaciones interpretativas
contemplando la definicion “clasica” de los pasos interpretativos dada en la Definicion
3.2.6.

>> tree.
RO < p(X), {3} >
R1 < &prod(0.9,&godel (q(X1),@aver(r(X1),s(X1)))), {X/X1} >
R2 < &prod(0.9,&godel(0.8,0aver(r(a),s(a)))), {X/a,X1/a}t >
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R3 < &prod(0.9,&godel(0.8,0aver(0.7,s(a)))), {X/a,...,X3/a} >
R4 < &prod(0.9,&godel(0.8,0aver(0.7,0.5))), {X/a,...,X4/a}>
is < &prod(0.9,&godel(0.8,0.6)), {X/a,X1/a,X3/a,X4/a} >
is < &prod(0.9,0.6), {X/a,X1/a,X3/a,X4/a} >
is < 0.54, {X/a,X1/a,X3/a,X4/a} >

Modo ‘small’. Este modo produce, de manera equivalente al anterior, la generacion
de derivaciones interpretativas contemplando la definicién (en este caso) novedosa

los denominados “pasos interpretativos cortos” dados por la Definicién 3.5.1.

>> tree.
RO < p(X), {} >

sisl < &prod(0.9,&godel (0.8,#prod(#add(0.7,0.5),0.5))) ,{X/a,...}>
sis2 < &prod(0.9,&godel(0.8,#prod(1.2,0.5))), {X/a,...,X4/a} >
sis2 < &prod(0.9,&godel(0.8,0.6)), {X/a,X1/a,X3/a,X4/a} >
sisl < &prod(0.9,#min(0.8,0.6)), {X/a,X1/a,X3/a,X4/a} >
sis2 < &prod(0.9,0.6), {X/a,X1/a,X3/a,X4/a}t >
sisl < #prod(0.9,0.6), {X/a,X1/a,X3/a,X4/a} >
sis2 < 0.54, {X/a,X1/a,X3/a,X4/a} >

Considérese la Figura 4.23 donde se ilustra la derivacion interpretativa proporcio-
nada por la interfaz grafica de FLOPER en cada uno de los tres modos ofrecidos
por la opcion ismode (esto es, omitiendo la fase interpretativa, realizando pasos

interpretativos “clasicos”, o pasos interpretativos cortos).

4.3.2. Opciones Lat y Show

Las opciones lat y show estan estrechamente relacionadas con la gestion de los
reticulos multi-adjuntos. La primera de ellas permite elegir el reticulo en el que
interpretar un programa y un objetivo dados, lo cual tiene un efecto decisivo en la
semantica del programa.

Recuérdese que, como comentamos de manera sucinta en la Seccion 4.1.1 de
esta memoria, el sistema FLOPER esta disenado para considerar un dnico reticulo
cada vez. Dicho reticulo es introducido por el usuario mediante la opcion lat, salvo
el reticulo usual ([0, 1], <) implementado en el fichero num.lat, que es el reticulo
por defecto. Elegir un nuevo reticulo desasigna el reticulo anterior, de manera que

siempre hay un tnico reticulo cargado.
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Figura 4.24: Opcién lat en Visual FLOPER

Como se adelanta en la Seccion 3.6, definidos los reticulos multi-adjuntos median-
te ficheros PROLOG. La opcion ‘lat’ pide al usuario la ubicacion del fichero donde
esta definido el reticulo correspondiente:

>> lat.
Current lattice: num.pl

Introduce new lattice:

En la interfaz grafica de Visual FLOPER la opcidn lat se encuentra en el menti file,
como ilustra la Figura 4.24.

Una vez indicada la ubicacion del fichero, FLOPER almacena el reticulo como un
conjunto de clausulas PROLOG alojadas en el médulo lat. De este modo, un cambio
de reticulo conlleva la eliminacion del reticulo anterior mediante el borrado sistemé-
tico del modulo lat, antes de cargar en éste el programa PROLOG correspondiente al
nuevo reticulo. Durante la carga de un reticulo, el sistema comprueba la presencia
de los predicados obligatorios (member, bot, top y leq), asi como la de members, que
indica que el reticulo es finito. El resultado de esta tarea es una salida que indica la

presencia o ausencia de dichos predicados, como puede ser la siguiente:
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Figura 4.25: Ejemplo de la ejecucion de la opciéon lat en FLOPER

member/1 OK
bot/1 0K leqg/2 OK
WARNING: top/l1 is not defined

Infinite lattice

En esta salida, FLOPER indica que los predicados member, bot y leq estan pre-
sentes en el reticulo, pero que el predicado top no existe. Igualmente, tampoco ha
encontrado el predicado members, de modo que supone que el reticulo es infinito.
En caso de encontrar dicho predicado, el sistema muestra Finite lattice en lugar
de Infinite lattice. La Figura 4.25 muestra la ejecucion de esta opcion desde el
interfaz de texto de FLOPER.

Por otra parte, el comando show, del subment de reticulos, muestra por pantalla
todas las clausulas que definen el reticulo cargado. Ilustramos con la Figura 4.26 el
modo de uso de esta opcion en la interfaz de texto de FLOPER, donde se muestra
el reticulo cargado, concretamente, el reticulo ([0, 1], <) implementado en el fichero

“pum.lat”.

4.4. Trazas declarativas en FLOPER

Ahora que ya han sido explicadas las caracteristicas de seleccion de tipo de

paso y la introduccion de reticulos en el sistema, cabe detallar uno de los trabajos
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Figura 4.26: Ejemplo de la ejecucion de la opcion show en FLOPER

desarrollados a lo largo de esta tesis, consistente en el diseno de reticulos orientados
a la obtencion de informacion de ejecucion [MMPV1lc, MMPV11lal. Esta técnica
puede verse como un método de depuracion de programas difusos.

En primer lugar es necesario cargar, mediante la opcion lat el reticulo explicado
en la Seccidon 3.6, cuyo efecto es el de incluir una traza de ejecuciéon junto con la
respuesta computada. La Figura 4.27 ilustra este reticulo, tal como lo muestra la
opcién show en FLOPER. En dicha imagen se presenta tanto el codigo del reticulo,
en la parte inferior de la herramienta, como el programa MALP de ejemplo, en la
parte superior.

Al evaluar el objetivo p(X) en el contexto de este programa, el sistema usaré el
reticulo previamente descrito para interpretar la solucién, y el resultado sera el que
muestra la Figura 4.28. La f.c.a indica que existe una solucién para el objetivo
p(X) cuando X cambiar por a, con grado de verdad 0.72; ademas, la propia f.c.a nos
permite seguir los pasos que se han utilizado para alcanzar la solucién. En particular,
se han dado cuatro pasos admisibles empleando las reglas 1,2,3 y 4, respectivamente,
y trece pasos interpretativos cortos, cada uno interpretando las diferentes conectivas

y operadores primitivos.
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Figura 4.27: Opcioén ‘Show’: reticulo capaz de generar trazas de ejecucion

4.5. FLOPER online

Ademas de las interfaces de texto y grafica (véanse las Secciones 4.1 y 4.2 del Capitulo
4), hemos desarrollado recientemente una pagina web con el a&nimo de permitir el uso
de la herramienta FLOPER a través de Internet, sin requerir al usuario la instalacién
de ningun software. La interaccién online con el sistema se realiza mediante la URL
http://dectau.uclm.es/floper/?q=sim/test. Bajo el titulo FLOPER Online se
muestra una interfaz dividida en tres grandes areas de texto. El area de entrada o
Input, mostrada en la Figura 4.29, se ubica en la parte superior de la ventana y, bajo
ella, se haya el area de salida u Output, ilustrada por la Figura 4.30.

El area de entrada muestra tres cajas de texto. En la primera, etiquetada co-
mo “FASILL program”, es donde el usuario puede introducir un conjunto de reglas

FASILL, esto es, un programa difuso?. La segunda, etiquetada como “Lattice”, con-

2FASILL es un lenguaje que extiende a MALP y que detallamos en el Capitulo 6.



4.5. FLOPER online 155

[e5] VisualFLOPER v3.0 - * = | E ||
File Edit Code Run Transformation Options Help
Y heheEoss D¢ Phean
~ Poject | [Ccjemplo3 4 40l %
I ﬁ ismode 1 1] p(x) <prod &godel (q(X) ,Baver2 (r(X),=(X))) with info(0.9, 'RULEL.'). I
'E‘Fuzy—l’mlugﬁles | 2| g(a) with info (0.8, 'RULEZ.').
B siemplo3_4_1.7pl 13; ”i’ W?:j" f"‘?‘g o -igiij i
' » [ Prolog files = GitEiswERIEnta tiss S I
| > [ Scriptfiles ] — — =
ﬁ 5 | By Introduce new Goal: 7S
| 7 lattice_traces.lat | e
| >> run.
£ | [Truth_degree=info(0.7200000000000001 ,RULEL. RULE2. RULE3. RULE4. @AVERZ.|GODEL.#MAX.
8| |LUKA. #ADD. #MIN. @AVER. #ADD. #DIV. &GODEL . #MIN. &PROD. #PROD. ), X=a]
P~ | ||| v
IBELS T

Figura 4.28: Ejemplo de la traza de ejecucion en la respuesta computada difusa

tiene el reticulo asociado al programa previamente introducido. Por defecto dicha
caja contiene el reticulo ([0, 1], <), expresado como un programa como hemos vis-
to previamente en la Subseccién 4.3.2 del Capitulo 4. Aqui el usuario es libre de
modificar el reticulo por defecto o de implementar otro, siempre que observe las
restricciones sintacticas indicadas en la Seccion 4.1.1. En la tercera caja, “Similarity
equations”; el usuario es libre de escribir un conjunto de ecuaciones de similaridad
utilizando la signatura del programa de la primera caja. Bajo estas cajas, el usuario
puede introducir el objetivo a evaluar en una caja de texto (en la Figura 4.29 el
objetivo es good_hotel(X)). Finalmente, al pulsar el botén Submit, la pagina envia
al servidor el programa, su reticulo asociado y las ecuaciones de similaridad para

ejecutarlas.

El resultado es devuelto a la pagina y mostrado en el area de salida de dos
formas. En primer lugar, bajo la etiqueta de “F.c.a’s for goal ...” (donde se indica el
objetivo introducido), el sistema muestra las respuestas computadas difusas para el
objetivo y el programa. En la Figura 4.30 esto corresponde a < 0.4, {X/Ritz} >y
< 0.38, {X/hydropolis} >, como se esperaba. Siguiendo esta lista de respuestas
computadas, en la caja inferior se muestra finalmente el arbol de derivacién mostrado
de la forma usual en modo texto. Esta herramienta online se ha implementado como
una pagina PHP dentro de la web de FASILL. El documento PHP envia el contenido
de las cajas (el programa FASILL, el reticulo, las ecuaciones de similaridad y el
objetivo) a si mismo mediante el método “post” y se vuelve a cargar. Cuando la

pagina se carga con parametros “post” crea los ficheros pertinentes en el servidor
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Home

FLOPER Online

Testing:

FASILL program:

vanguardistihydropelis) <- 0.9.

elegant{ritz) <-0.8.

close{hydropolis, taxi) <- 0.7

good_hotel(X) <- @aver(elegant(X], @very(close(X, metro)))

Lattice:

- dynamic agr_very/2, and_godel/3, or_prod/3, or_godel/3, or_luka/3, agr_aver/3, pri_prod/3, pri_div/3,
pri_subs3, pri_add/3, pri_min/3, pri_max/3

member{X):-number(X), 0=<X,X=<1.
leqiX, Y):-X =< Y.

bet(o).
top(1).

Similarity equations:

elegant/1 ~ vanguardist’ = 0.6.
metro =~ bus = 0.5,

bus ~ taxi = 0.4.

~tnorm = godel.

Goal: good_hetel(X)
Submit | (Tree depth: 12 )

Figura 4.29: Captura de pantalla del area de entrada de FLOPER online

(para albergar el programa FASILL, el reticulo y las ecuaciones de similaridad) y
llama al intérprete de PROLOG. Entonces, consulta el entorno FLOPER, residente
en el servidor, donde carga los ficheros y consulta el objetivo. La salida de esta tarea

(esto es, las f.c.a’s y el arbol correspondientes) se muestran finalmente en la pagina.

4.6. Conclusiones

En este amplio capitulo hemos repasado todo lo concerniente a la programaciéon
logica multi-adjunta, antes de adentrarnos en la descripcion de la herramienta desa-
rrollada por nuestro grupo de investigacion, FLOPER, para trabajar con este len-
guaje. El usuario objetivo de esta herramienta es el programador PROLOG, motivo

por el que todas las decisiones de diseno se han centrado en hacer la experiencia de
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Fuzzy computed answers and execution tree:
F.c.a's for goal good_hatel{X)

< 0.4, {¥/ritz} >

< 0.

'
38, {X/hydropolis} >

Derivation tree

RO = goed_hoteliX), {} =
R4 < @aver(elegant(X), Bvery(close(X metro))), (X1/X} =
R2 = Baver(0.8, Bvery(close(ritz,metro))), [Xiritz, X1/ritz} =
RO < @aver{0D.B,@very(0)), (¥'ritz X1/ritz} >
is < @aver(0.8,0), {X/ritz,X1/ritz} >
is = 0.4, [Miritz, X1/ritz} =
R1 < @averifgodel(0.9,0.6),8very{close{hydropolis,metrol)), {¥/hydropelis, X1/hydropelis} =
R3 < @aver(&godel{0.9,0.8), very(&godel(0.7,0.4))), (X/hydropolis X1/hydropolis} »
is = Baver{0.6,8very(&godel{0.7,0.4))), X/hydropolis, X1/hydropolis} =
is < @aver(0.6,@very{0.4)), {X/hydropelis, X1/hydropelis} >
is < @aver({0.6,0.16), {(X/hydropolis, X1/hydropalis} >
is < 0.38, Whydropolis, X1/hydropeolis] =

4 Top

Figura 4.30: Captura de pantalla del drea de salida de FLOPER online

uso de FLOPER lo méas proxima posible al uso de PROLOG. De hecho, puede ser
instalado facilmente en la mayoria de plataformas PROLOG.
A modo de sintesis, expondremos a continuacion las ideas y contribuciones mas

relevantes que hemos aportado en el capitulo.

= Hemos expuesto las caracteristicas més relevantes de la herramienta de pro-
gramacion logica difusa FLOPER [MV14], desarrollada durante los ultimos
anos en nuestro grupo de investigacion y en parte por el autor de esta tesis,
como se muestra en los trabajos [MMPV10a, MMPV10c]|, donde se implemen-
ta el manejo de grados de verdad en la herramienta; y [MMPV10b], donde se

modela la fase interpretativa de la seméantica de MALP.

= Se han implementado conceptos tedricos como los de [MMPV1la, MMPV11c],
donde se investiga la inclusion de trazas declarativas en las respuestas compu-
tadas del sistema. La implementacion de méas alcance, sin embargo, corresponde
a la de [JMPV14, IMPV15|, donde implementamos en FLOPER el lenguaje
de nuevo cuno FASILL.

= Las técnicas mas interesantes de esta aplicacion, como la ejecucion de progra-
mas multi-adjuntos basada en una traduccién a coédigo PROLOG del codigo
difuso; la generacion de arboles de desplegado y trazas de ejecucion a través

de una representacion de bajo nivel del codigo difuso; y la gestién e imple-
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mentaciéon de reticulos multi-adjuntos, modificadores y variables lingiiisticas
en FLOPER también han sido explicadas en profundidad.

Por dltimo, hemos mostrado la reciente version grafica de FLOPER desarro-
llada en el grupo, que dota al sistema de una interfaz amigable en la que
poder llevar a cabo todas las funcionalidades de la herramienta de manera
més visual; y donde la nocién de proyecto aparece como pieza clave para la

gestion de programas l6gicos multi-adjuntos.

Todavia se esta realizando un gran trabajo en el grupo DEC-Tau con respecto
a esta herramienta. En concreto, el trabajo de fin de grado titulado “Diseno
grafico de reticulos multi-adjuntos sobre el entorno FLOPER”, desarrollado
por Maria del Senor Martinez Ruiz, del que he sido codirector, presenta una

nueva interfaz grafica para el modelado de reticulos multi-adjuntos.

Nuestra intencion tdltima es que FLOPER se constituya en la principal platafor-

ma sobre la que implantar nuestros resultados fundamentales, permitiendo (ademés

de programar y desarrollar aplicaciones escritas en lenguajes logicos difusos) la in-

corporaciéon de potentes técnicas declarativas de manipulaciéon de programas. Para

avanzar en esta direccién, como trabajo futuro en el grupo DEC-Tau ya estamos

abordando las siguientes mejoras de esta herramienta:

= Plantear la generacién de co6digo para un maquina virtual basada en alguna

extension del disenio de la WAM, que es un estandar para la implementacion

eficiente de lenguajes de programacion logica.

= Seguir trasladando los resultados e implementaciones presentes en FLOPER a

su nueva y mejorada version grafica Visual FLOPER.



Capitulo 5
Aplicaciones

Introducidos en capitulos anteriores el lenguaje MALP y el entorno FLOPER, este
capitulo presenta tres aplicaciones que hemos desarrollado con estas herramientas.
En la Seccién 5.1 recogemos un interesante trabajo que permite la retroalimenta-
cion entre el lenguaje FuzzyXPATH y el entorno FLOPER [ALMV13, ALMV14,
ABL™15]. FuzzyXPATH es una extension difusa, desarrollada en FLOPER, del co-
nocido lenguaje XPath, disenado para la busqueda de informacién en documentos
XML. Aqui empleamos este lenguaje para buscar informacién dentro de los arbo-
les de ejecucion dados por FLOPER en formato XML y obtener asi conocimiento
acerca de la ejecucion de un objetivo.

A continuacion, la Seccion 5.2 estudia la satisfactibilidad de teorias difusas de
un modo paralelo y complementario al de las conocidas técnicas SMT (Satisfiability
Modulo Theories). Aqui proponemos FLOPER como un demostrador automati-
co de teoremas difusos [BMVV15, BMVV13|, cuya principal ventaja radica en su
capacidad innata de tratar grados de verdad distintos de los usuales (el intervalo
[0,1]).

En las Secciones 5.3 y 5.4, referimos la aportacion de nuestro grupo —a tra-
vés de estas herramientas difusas— al area de computacion en la nube (cloud),
[VMTT15, VIMT13|. En particular, en la primera de estas secciones aportamos
un algoritmo difuso para la gestion del riesgo en un entorno de overbooking en la
nube, mientras que en la segunda proporcionamos un método para resolver el pro-
blema de la colocacion (o ubicacion) de méaquinas virtuales en una infraestructura

cloud.

159
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5.1. Depuracion de computaciones con FUzzyXPATH

En esta seccion nos centramos en la capacidad del lenguaje FuzzyXPATH, desarro-
llado en nuestro grupo de investigaciéon, para explorar arboles de derivacion gene-
rados por FLOPER y exportados como documentos en formato XML [ALMV13,
ALMV14, ABLT15]. Esto puede servir como depuracién de programas logicos difu-
sos para descubrir, entre otras cosas, el conjunto de reglas de programa empleados
en una derivacion, el conjunto de respuestas computadas difusas para un objetivo
dado y realizar recorridos en profundidad o anchura en el arbol.

Resumimos ahora brevemente las principales caracteristicas del lenguaje FuzzyX-
PATH descrito en [ALM11b, ALM11a] (que dispone de una herramienta que se puede
descargar libremente a través de http://dectau.uclm.es/fuzzyXPath/). En este
dialecto flexible de XPath se han incorporado dos restricciones estructurales deno-
minadas pown y DEEP, a las que se puede asociar un grado concreto de relevancia. Asi,
mientras pown provee un conjunto de respuestas favoreciendo las que se encuentran
antes en un sentido “vertical” (de arriba abajo) en el documento XML, peep ofrece el
conjunto de respuestas favoreciendo las que se encuentran antes en un sentido hori-
zontal (de izquierda a derecha o, dicho de otra forma, de menos a mas anidamiento)
en el documento. Ambas restricciones se pueden usar juntas, asignando un grado de
importancia respecto a la distancia del elemento raiz del XML.

Ademas, FuzzyXPATH incorpora variantes difusas de las conectivas and y or de
XPath. Los operadores clasicos and y or se usan en el XPath estandar sobre con-
diciones booleanas, y permiten imponer requisitos booleanos a las respuestas. Las
condiciones booleanas de Xpath se pueden referir al valor de los atributos y el con-
tenido de los nodos en la forma de igualdad, rangos de literales, etc. Sin embargo,
los operadores and y or, aplicados sobre dos condiciones booleanas, pueden no ser
lo bastante precisos cuando el programador no da la misma importancia a las dos
condiciones. Algunas respuestas se pueden descartar aun siendo de interés para el
programador, mientras que otras de poco interés estarian siendo seleccionadas. Los
programadores también podrian necesitar saber si una solucién es mejor que otra.
Cuando varias condiciones booleanas se imponen en un objetivo, cada una contri-
buye a satisfacer las preferencias del programador de modos distintos y, quiza, la
satisfaccion que asignase el programador a cada respuesta seria diferente.

El arsenal de operaciones de XPath ha sido enriquecido con variantes difusas
de and y or. En particular, se han considerado tres versiones de and: and+, and y

and- (y equivalentemente para or: or+, ory or-), lo que permite mayor flexibilidad



5.1. Depuracién de computaciones con FuzzyXPATH 161

en la composiciéon de condiciones difusas. Estas tres versiones de cada operador se
obtienen sin coste alguno al adaptar el lenguaje XPath al paradigma difuso. Uno
de los elementos mejor conocidos de la logica difusa es la introducciéon de diversas
versiones difusas de los operadores booleanos. Las logicas del Producto, fukasiewicz
y Gddel estan consideradas como las mas prominentes en el ambito difuso y pro-
porcionan una variada semantica a los operadores difusos. En nuestro trabajo, las
versiones difusas aportan un mecanismo para fortalecer (y debilitar) las condiciones
(que no son booleanas, sino difusas) en el sentido de las preferencias del programa-
dor, usando para ello condiciones difusas mas fuertes (o débiles). La combinacion
de operadores difusos en los objetivos permite satisfacer el conjunto ordenado de
condiciones difusas de acuerdo a los requisitos del programador.

Ademas, se ha equipado a FuzzyXPATH con un operador adicional que es tam-
bién tradicional en la légica difusa: el operador de la media aritmética avg. Este
operador ofrece la posibilidad de asignar un peso especifico a cada condiciéon difusa.
Esto permite al programador cuantificar la importancia de cada condicién.

Finalmente, se ha dotado al lenguaje base de FuzzyXPATH de un mecanismo
de umbralizacion para filtrar las preferencias del programador, de modo que éste
devuelva tnicamente las soluciones que se satisfacen por encima de un porcentaje
determinado.

Describimos a continuaciéon la semantica del lenguaje FuzzyXPATH:

xpath :=  [[’deep-down’]’ |path
path :=  literal | text() | node | @att | node/path | node//path
node :=  QName | QName[cond|
cond :=  xpath op xpath | xpath num-op ndmero
deep :=  DEEP=numero
down :=  powN=numero
deep-down :=  deep | down | deep ‘3’ down
num-op := >|:|<|<>
fuzzy-op := and | and+ | and- | or | or+ | or- | avg | avg{nimero,nimero}
op :=  num-op | fuzzy-op

Basicamente, este lenguaje extiende XPath del siguiente modo:

— Restricciones estructurales. Una expresion XPath dada se puede enriquecer
con «[pEep = r1; pown = 72]», lo que significa que la profundidad (depth) en el
documento de un elemento se penaliza con 71, y que la posiciéon vertical de
los elementos se penaliza con ro proporcionalmente a la distancia (esto es,

la longitud de la rama y el peso del arbol, respectivamente). En particular,
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&p(z,y) = xxy lp(z,y T+y—T*Y Producto: and/or
&e(z,y) = min(z,y) le(z,y) = méx(z,y) Godel: and+/or-
&i(z,y) = méx(z+y—1,0) l(z,y) = min(z+y,1) Luka.: and-/or+

Figura 5.1: Operadores logicos difusos

«[peer = 1; poun = ro|» puede usarse para penalizar tnicamente respecto al
orden (vertical) en el documento. peer reconoce //, es decir, la profundidad en
el arbol XML sé6lo se computa cuando se exploran los nodos descendientes,
mientras que pown reconoce tanto / como //. Notese que ambos, pEep y pown,
se pueden usar varias veces en la ruta de la expresion y/o en cualquier otra
sub-ruta incluida en las condiciones.

— Operadores flexibles en las condiciones. Se consideran tres versiones di-
fusas de la conjuncién y la disyuncion clésicas (t-normas y t-conormas, res-
pectivamente [SS83, KMP00]), llamadas también conectivas o agregadores.
Estas tres versiones describen escenarios pesimista, realista y optimista. En
las expresiones XPath, las versiones difusas de las conectivas debilitan las con-
diciones booleanas. Ademas, asumiendo dos RSV’s (Retrieval Status Values,
valores numéricos que indican en qué grado una respuesta satisface una con-
sulta FuzzyXPATH) distintos, 71 y 72, el operador avg esta definido de forma
obvia, con un sabor difuso, como (1 + r2)/2, mientras que su variante basada
en pesos (por ejemplo, el que asigna el peso p; a la primera condicion y p2 a
la segunda, avg{p1,p2}) se define como (py * 11 + p2 *x1r2)/(p1 + p2).

En general, una expresion FuzzyXPATH define, con respecto a un documento XML,
una secuencia de subarboles del documento donde cada subarbol tiene un RSV aso-
ciado. Las condiciones XPath, definidas como operadores difusos aplicados a con-
diciones XPath, computan un RSV nuevo a partir de los RSV’s implicados en las
expresiones XPath, aportando a un tiempo un RSV nuevo al nodo. Para ilustrar
estas explicaciones, veamos algunos ejemplos de las expresiones de la version difusa
de XPath, de acuerdo al documento XML de la Figura 5.2.

Ejemplo 5.1.1. Consideremos el objetivo FuzzyXPATH de la Figura 5.3, que pide
el titulo (title) penalizando las apariciones en el documento en proporcion de 0.8 y

0.9 por anidamiento, respectivamente, y para el que obtenemos el fichero mostrado en
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<bib>

<name>Classic Literature </name>

<book year="2001" price="45.95">
<title >Don Quijote de la Mancha</title >
<author>Miguel de Cervantes Saavedra</author>
<references>

<novel year="1997" price="35.99" >
<name>La Galatea</name>

<author>Miguel de Cervantes Saavedra</author>

<references>
<book year="1994" price="25.99" >

<title >
Los trabajos de Persiles
</title>
<author>Miguel de Cervantes Saavedra </author>
< /book>
</references>
</novel>
</references>

</book>
<novel year="1999" price="25.65">
<title >La Celestina </title >
<author>Fernando de Rojas</author>
</novel>
</bib>

Figura 5.2: Documento XML de entrada de nuestros ejemplos

Document RSV computation

<result >
<title rsv="0.8000">
Don Quijote de la Mancha</title >
<title rsv="0.7200">
La Celestina </title >
<title rsv="0.2949">
Los trabajos de Persiles...</title>
</result >

0.8000 = 0.8

y Sigismunda

0.7200 = 0.8 ¥ 0.9

0.2949 = 0.8° % 0.9

163

Figura 5.3: Ejecucion del objetivo «//book|@year<2000 avg{3,1} @price<50]/title»

la Figura 5.3. En dicho documento hemos incluido, como atributo de cada subdrbol,

su RSV correspondiente. Los RSV’s mds altos corresponden a los libros principales

del documento, y los mds bajos representan los libros que aparecen en posiciones

anidadas (aquellos anotados como referencias).

Ejemplo 5.1.2. La Figura 5.4 muestra la respuesta asociada a cada busqueda de

libros, posiblemente referenciado directa o indirectamente desde otros libros cuyos

anos de publicacion son relevantes, en un grado tres veces mayor que sus Precios.
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Document RSV computation
<result >
<title rsv="1.00">
Los trabajos de Persiles ... 1.00=(3x14+1x1)/(3+1)
</title >

<title rsv="0.25">
Don Quijote de la Mancha 025 =(3x0+1%1)/(3+1)
</title >
</result >

Figura 5.4: Ejecucion del objetivo «/biblpeer=0.5]//book[@Qyear<2000 avg{3,1}
@price<50]/title»

Document RSV computation
<result >
<title rsv="0.25">

Don Quijote de la Mancha 025=(3x0+1x%1)/(3+1)
</title >
<title rsv="0.0625">

Los trabajos de Persiles ... 0.0625 = 0.5« (3% 14+1x1)/(3+1)
</title >

</result >

Figura 5.5: Ejecucion del objetivo «/bib[peer=0.8;00uv=0.9]//title»

Finalmente, en la Figura 5.5 hemos combinado ambos tipos de operadores estructu-

rales/condicionales y la lista priorizada de soluciones estd al revés.

Finalmente, se usa el comando «[riLter = 7]» al principio de un objetivo para filtrar
el final de su conjunto de soluciones en el sentido de que sblo aquellas con un RSV

no inferior a r se incluyan en la salida.

5.1.1. Arboles de depuracion XML en FLOPER

Presentamos ahora un programa MALP de ejemplo en el que nos basaremos para
realizar consultas FUzzZYXPATH e ilustrar asi las aportaciones realizadas en este
aAmbito.

El programa P que sigue modela, a través del predicado oc/1, las posibilidades
de una ciudad para ser elegida como “ciudad olimpica” (esto es, para llevar a cabo
los juegos olimpicos). El predicado que indica esa posibilidad, oc/1, se define en la
regla R1, cuyo cuerpo recoge la informacion de otros tres predicados, s/1, £/1 y
w/1, cuyo significado es, respectivamente, el nivel de seguridad, las infraestructuras

y el clima de cada ciudad (otros criterios como la rotaciéon continental, aspectos
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Bprod(s00,@aver(iio.ve0)
{100

&prod(.,@avertfmadris),wimadrid))) Bprod(D.8, @aver(fttokyo) witokyo))) &prod(.3,@avertiistambul) wiistambuly)) &prod(.3,@avertfibaku),wibakup))
PUmadrid 1 madrid) {xtokyo X1 fokyo} pUistambul 1 fistambul} PUhaku 1 baku)

&prod(D.8, @aver (0.8 w(madridy) 8prod(0.8,@aver(D. 7 witokyo))) &prod(D.3,@avert0.4 wiistambuly)) &prod(D.3, @aver(D.2,w(hakul)
PUmadrid 1 madrid) {xtokyo X1 fokyo} PUistambul 1 fistambul} PUhaku 1 baku)

&prod(D.3,@avert0.2,0.5))
PUhaku 1 baku)

Zprod(D.8,@avert0.7 ,0.6))
{xtokyo X1 fokyo}

&prod(D.3,@avert0.4,0.8))
PUistambul 1 fistambul}

Zprod(D.,@avert0.8,0.9))

PUmadrid 1 madrid)

0105
£Uhaku 1 baku)

0.6800000000000002
PUmadrid 1 madrid)

0585
{xtokyo X1 fokyo}

0.18000000000000002
PUistambul 1 fistambul )

Figura 5.6: Arbol de ejecucion del programa P y objetivo oc (X)

politico/econénimos, etc., se pueden agregar facilmente a la definicion de oc/1).
Estos predicados se definen en las reglas desde la Ry hasta la Ri3 para cuatro
ciudades (Madrid, Istambul, Tokyo and Baku), de modo que para cada ciudad la
caracteristica modelada por cada predicado es mejor cuanto mayor sea el grado de

verdad de la regla.

Ri: oc(X) <~ s(X) &prod (f(X) Qaver w(X)) with 1.

Ro:  s(madrid) with 0.8. Rs : s(tokyo) with 0.9.
Rs:  f(madrid) with 0.8. R : f (tokyo) with 0.7.
R4  w(madrid with 0.9. Rr7: w(tokyo) with 0.6.
Rs:  s(istambul) with 0.3. Rii:  s(baku) with 0.3.
Ro:  f(istambul) with 0.4. Riz:  f(baku) with 0.2.
Rio: w(istambul) with 0.8. Riz:  w(baku) with 0.5.

Como se ha visto en el Capitulo 4, FLOPER provee dos métodos para evaluar un
objetivo, dados un programa MALP y su reticulo correspondiente. La opcién “run”

traduce el programa difuso completo a un programa PROLOG y evalua el objetivo



166 Capitulo 5. Aplicaciones

(traducido del mismo modo), obteniendo el conjunto de respuestas computadas di-
fusas. Por otro lado, la opcion “tree” muestra el drbol de ejecucion (o derivacion)
para el objetivo dado®. Nos centramos aqui en la segunda opcion, la que obtiene
un arbol (detallando al completo el comportamiento del programa) para analizarlo
seguidamente con FuzzyXPATH.

Consideremos el programa P descrito previamente, y el objetivo “oc(X)”, cuyo
grado de verdad se corresponde con la elegibilidad de cada una de las cuatro ciudades
en P como “Ciudad Olimpica”. Utilizamos la opcién “tree” para obtener el arbol
de ejecucion, que FLOPER genera en tres formatos distintos. En primer lugar, el
arbol se muestra en modo grafico como un fichero PNG, tal y como aparece en la
Figura 5.6. Recordamos que los estados estan representados en los nodos amarillos,
mientras que los nodos azules informan de la regla del programa empleada para
pasar de un estado a otro.

FLOPER también puede generar el arbol de ejecucion en dos formatos textuales.
El primero contiene una descripcion en texto plano del arbol, mientras que el segundo
provee una estructura XML de dicha descripcién, lo cual lo convierte en el foco de
interés de esta seccion. En este formato XML, definimos la etiqueta “node” para
contener toda la informacion relativa a un nodo, como la regla utilizada para alcanzar
dicho estado (por ejemplo “R0” en el caso del primer estado), la férmula del estado,
la sustitucién acumulada y los nodos hijos, dados por las etiquetas “rule”, “goal”,
“substitution”y “children”, respectivamente. El contenido de las etiquetas ‘rule”,
“goal” y “substitution” es una cadena de caracteres, mientras que el contenido
de la etiqueta “children” es un conjunto de etiquetas “node”, como se ve en las
siguientes lineas, correspondientes al archivo XML asociado al drbol mostrado en la

Figura 5.6.

<node>
<rule>R0</rule>
<goal>oc (X)</goal>
<substitution>{}</substitution>
<children>
<node>
<rule>Rl</rule>
<goal>and prod(s(X),agr_ aver(f(X),w(X)))</goal>
<substitution>{X1/X}</substitution>
<children>
<node>
<rule>R2</rule>

1Los usuarios pueden seleccionar el nivel maximo de progundidad para el arbol, lo cual es

necesario para el caso de los arboles infinitos.
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<goal>and prod(0.8,agr aver(f(madrid),w(madrid)))</goal>
<substitution>{X/madrid ,X1/madrid}</substitution>
<children>
<node>
<rule>R3</rule>
<goal>and_ prod(0.8,agr aver(0.8,w(madrid)))</goal>
<substitution>{X/madrid ,X1/madrid}</substitution>
<children>
<node>
<rule>R4</rule>
<goal>and prod(0.8,agr_aver(0.8,0.9)) </goal>
<substitution>{X/madrid ,X1/madrid}</subtitution>
<children>
<node>
<rule>result </rule>
<goal >0.6800000000000002 </ goal>
<substitution>{X/madrid ,X1/madrid}
</substitution>
<children>
</children>
</node>
</children >
</node>
</children>
</node>
</children >
< /node>

<node>
<rule>result </rule>
<goal >0.585</goal>
<substitution>{X/tokyo ,X1/tokyo}
</substitution>
<children>
</children>

</node>

</node>
</children>
</node>

5.1.2. Exploracion de Arboles de Derivacién con FuzzyXPATH

En esta subseccién presentamos un potente método para explorar automaticamente
el comportamiento de un programa MALP usando la herramienta FuzzyXPATH
descrita en la Seccion 5.1. Pretendemos usar FuzzyXPATH sobre el arbol de eje-
cucion generado por FLOPER para un programa y objetivo determinados. Dicho
arbol se obtiene a través de la opcion “tree” usando el arbol con formato XML ex-

plicado anteriormente en la Subseccion 5.1.1. Por ejemplo, un objetivo sencillo pero
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interesante es “//node/rule”, que muestra todas las reglas explotadas a lo largo de la
ejecucion del objetivo (en el caso del arbol mostrado en la Figura 5.6, obtendriamos
el conjunto completo de las reglas definidas en el programa P del ejemplo).
Procedemos ahora con la intenciéon de obtener el conjunto completo de respuestas
computadas difusas (fuzzy computed answers) de un programa y objetivo determi-
nados. Esta informacion, recolectada siempre en las hojas de los arboles de ejecucion
(incluso cuando existe la posibilidad de encontrar hojas que no contengan respuestas
computadas difusas, como veremos més adelante) como ilustra la Figura 5.7, se pue-
de obtener mediante el objetivo FuzzyXPATH “//node[/rule/text ()=result]”,
que devuelve cada nodo tal que el contenido de su etiqueta tag es “result”. El texto
XML mostrado debajo de la Figura 5.7 representa la salida del intérprete FuzzyX-
PATH para ese objetivo, donde los nodos seleccionados se han resaltado dentro de
un recuadro oscuro dentro del arbol. Notese que el fichero XML resultante contiene
cuatro soluciones (una para cada ciudad), donde el atributo “rsv” indica lo bien que
cada ciudad encaja en el objetivo original (en este ejemplo, este valor es el mismo
en todos los casos, esto es, el maximo 1).

Fuertemente relacionado con el experimento previo, pero no orientado a respues-
tas computadas difusas, el objetivo “//node[children[not(text())]]1” devuelve
las hojas del 4rbol. Noétese que, en el caso del programa P y objetivo “oc(X)”, la sa-
lida correspondiente es, una vez més, el mismo mostrado anteriormente en la Figura
5.7, pero, como se dijo en el parrafo anterior, esta coincidencia no se da necesaria-
mente.

De hecho, lo contrario se puede formular mediante “//node [children [not (text ()]
and rule/text ()<>‘result’’]/goal”, que informa de si el rbol tiene una hoja parcial-
mente evaluada (esto es, una hoja que no contiene una respuesta computada difusa)
ya que devuelve nodos al final de cada rama que no contienen “result” en la etique-
ta rule. El significado de este objetivo reside en su capacidad de encontrar posibles
fuentes de bucles infinitos.

Asi, consideremos el ejemplo de la Figura 5.9, donde se observa claramente una
rama infinita (en el centro) entre dos ramas que contienen respuestas computadas
difusas. Esta figura corresponde al arbol de ejecuciéon para el objetivo “q(X) @aver

p(X)” con respecto al programa

p(a) with 0.8.
p(X) <prod p(s(s(s(X)))) with 0.9.
p(b) with 0.6.
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&prod(s09, @aver(fpQ,we0)
)

&prod(0.8, &prod(0.9, wiitokyo))) &prod(0.3, i &prod(0.3, wibaku)))
{imadrid X1imadrid) {Xitokyo X1itokyo} {Xistambul X1 fistambul) {ibaku ) fhaku)
&prod(0.8, @aver(0.8 w(madrid))) &prod(0.9,@aver(0.7 witokyo)) &prod(0.3,@aver(0.4 wiistambul))) &prod(0.3,@aver(0.2 w(baku))
£Umarid X1 fmadrid) £0tokyo 1 fokyo} istambul X1jistambul) £Ubaku Xt baku}
&prod(0.8,@aver(0.8,0.9)) &prod(0.9,@aver(0.7,0.6)) &prod(0.3,@aver(0.4,0.8) &prod(0.3,@aver(0.2,0.5)
£Umadrid X1 fmadrid) dtokyo 1 fokyo} distambul X1/istambul) £dbaku X1 baku}

= A =
i )

rsv =1

( )
o -l - i
) ;
0,66800000000000002 ‘ 0.565 ‘ 0.18000000000000002 s
{GUmadric )1 imadrid) {takyo X1 fokyo) {distambul X1 fistambul) | C¢baku Xt aku)

<result >

<node rsv="1.0">
<rule>result </rule>
<goal >0.6800000000000002 </ goal>
<substitution>{X/madrid, X1/madrid}</substitution>
<children></children>

</node>

<node rsv="1.0">
<rule>result </rule>
<goal >0.585</goal>
<substitution>{X/tokyo, X1/tokyo}</substitution>
<children></children>

</node>

<node rsv="1.0">
<rule>result </rule>
<goal >0.18000000000000002 </ goal>
<substitution>{X/istambul, X1/istambul}</substitution>
<children></children>

</node>

<node rsv="1.0">
<rule>result </rule>
<goal >0.105</goal>
<substitution>{X/baku, X1/baku}</substitution>
<children></children>

</node>

</result >

Figura 5.7: Ejecucién de los objetivos «//node|/rule/text()=result]» y «//no-
de[children[not(text())]]»
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rsv = 0.6561
Eprod(0. prod08 Prod 03 prod@
{imadrid X1/madrid} {Xtokyo X1/tokyo} {istambul X1 /istambul} {bakuX1/baku}
I I I
rsv =
0.531441
&prod(0.8,@aver(0.8 w(madrid))) &prod(0.9,@aver(0.7, witokyo))) &prod(0.3,@aver(0.4,w(istambul)) &prod(0.3,@aver(0.2,w(baku)))
{madrid X1/madrid} {Xtokyo X1/tokyo} {istambul X1 /istambuly {bakuX1/haku}
; ; 7 ;

&prod(0.8,@aver(0.8,0.9)
{¥madrid X1imadridy

&prod(0.9,@aver(0.7,0.6)
{¥okyo X1/okyo}

&prod(0.3,@aver(0.4,0.8))
{distambul Xt fistambul}

£&prod(0.3,@aver(0.2,0.5)
{¥IbakuX1ibaku}

0.6800000000000002
{Umadrid X1imadridy

0.18000000000000002
{distambul Xt fistambuly

0105
{¥bakuX1ibaku}

<result >
<goal rsv="1.0">oc(X)</goal>
<goal rsv="0.81">and_ prod(s(X),agr aver(f(X),w(X)))</goal>
<goal rsv="0.6561">and prod (0.8 ,agr aver(f(madrid),w(madrid)))</goal>
<goal rsv="0.6561">and_prod (0.9 ,agr_aver(f(tokyo),w(tokyo)))</goal>
<goal rsv="0.6561">and_prod (0.3 ,agr_aver(f(istambul),w(istambul)))</goal>
<goal rsv="0.6561">and_prod (0.3 ,agr_aver(f(baku),w(baku)))</goal>
<goal rsv="0.531441">and_prod (0.8 ,agr aver (0.8 ,w(madrid)))</goal>
<goal rsv="0.531441">and_ prod (0.9 ,agr aver (0.7 ,w(tokyo)))</goal>
<goal rsv="0.531441">and_ prod (0.3 ,agr aver (0.4 ,w(istambul)))</goal>
<goal rsv="0.531441">and_prod (0.3 ,agr_aver (0.2 ,w(baku)))</goal>
</result >

Figura 5.8: Ejecucion del objetivo «[FILTER=0.5][DEEP=0.9]//node/goal»

Notese que, en esta figura, la busqueda de nodos con un campo “children” vacio

mediante el uso de la consulta “//node [children[not (text())]]/goal” devuelve

tres soluciones, que son las tres hojas del arbol, sin distinguir cuales de ellas corres-

ponden a objetivos total o parcialmente evaluados. Para obtener sélo las respuestas

correctas difusas del arbol usamos “//node [rule/text () =‘result’’]/goal”, como

Se ve en

la Figura 5.9. Finalmente, para obtener el ultimo nodo de la rama cen-

tral (infinita), utilizamos la segunda consulta mostrada en la Figura 5.9, es decir,
“//node[children[not (text())] and rule/text()<>‘‘result’’]/goal”.

Con objeto de aprovechar de las mejoras introducidas en el lenguaje FuzzyX-

PATH, la siguiente consulta hace uso de los comandos “DEEP” y “FILTER” para realizar
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@aver(@i,peo)
{1
@aver(0,pG0)
i}

@aver(0,Bprodi0 .9, p(stststqNn)
{X204}

@aver(0,0.6)

[@avev(U‘U 8)
{xm}

{8y

0.4 @aver(0,&prod(0.9,3pr0d(0.9 pee(s(s(s(=(sCONNNM
paa) DeaFsis (5000 X200}

@aver(l], &prod( 9, &prod(0.9,&prod (0.9 pis(s(s(s(s(s(s(s(sCONMMMN
(HBls(s(s(s(s (s COMIMAAE(s(s 00N K200

@aver(d, &nrod(0.9,&prod(0.9,&nrod(0.9,&prod(0.9,pls(sts(s(s(s(s(s(s(S (SIS COMMMNNNN
HBs ({5 (5 (503 (= (5 (3LANNNM HBrs (s (s (53 (00NN A8 (s (5 (NI}

@aver(D, &prod(0.9,&prod(0.9,&prod(0.9,&0rod(0.9,&prod(0.9,pists(s(s(s(s(s(5 (S5 5((S (S (SOOI
{¥10s(s(s(z(sist RRIRIR ) EIs (sl KA (500N XING

Ejecucion del objetivo «//node[children[not(text())]]/goal»

<result >
<goal >0.4</goal>
<goal>agr aver(0,and prod (0.9 ,...p(s(...(s(X))))))</goal>
<goal >0.3</goal>

</result >

Ejecucion de «//node[children[not(text())] and rule/text()<>“result”]/goal»

<result >
<goal>agr aver(0,and prod (0.9 ,...p(s(...(s(X))))))</goal>
</result >

Ejecucion del objetivo «//node[rule/text()="result”] /goal»

<result >
<goal >0.4</goal>
<goal >0.3</goal>
</result >

Figura 5.9: Ejemplo de un arbol con una rama infinita
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&prod(0.8 a prod(0.s, prod(.3, prod(@.
{dtokyo Xt ftokyo) {distambul X fistambuly {¥bakuX1ibaku}

rsv=0.7

&prod(0.9,@aver(0.7,witokyo)) &prod(0.3,@aver(0.4,w(istambul)) &prod(0.3,@aver(D.2w(baku))
{tokyo X1 ftokyo} {distambul X fistambul} {¥dbakuX1ibaku}

&prod(0.9,@aver(0.7,0.6)
{¥okyo X1/okyo}

&prod(0.3,@aver(0.4,0.8))
{distambul Xt fistambul}

£&prod(0.3,@aver(0.2,0.5)
{¥IbakuX1ibaku}

0.18000000000000002
{distambul Xt fistambuly

0105
{¥bakuX1ibaku}

=,
0.6800000000000002 |
{¥imadrid X1imadrid}

<result >
<goal rsv="1.0">oc(X)</goal>
<goal rsv="1.0">and prod(s(X),agr_ aver(f(X),w(X)))</goal>
<goal rsv="1.0">and prod(0.8,agr aver(f(madrid),w(madrid)))</goal>
<goal rsv="1.0">and_ prod(0.8,agr_aver (0.8 ,w(madrid)))</goal>
<goal rsv="1.0">and_ prod(0.8,agr_aver(0.8,0.9)) </goal>
<goal rsv="1.0">0.6800000000000002 < /goal>
<goal rsv="0.7">and prod(0.9,agr aver(f(tokyo),w(tokyo)))</goal>
<goal rsv="0.7">and prod(0.9,agr_aver (0.7 ,w(tokyo)))</goal>
<goal rsv="0.7">and prod (0.9 ,agr aver(0.7,0.6)) </goal>
<goal rsv="0.7">0.585</goal>

</result >

Figura 5.10: Ejecucion del objetivo «[FILTER=0.5][DOWN=0.7]//node/goal»

un recorrido en anchura en arboles de ejecuciéon como se muestra en la Figura 5.8.
En la salida XML resultante se han seleccionado diez nodos del arbol de ejecucién
con diferentes valores RSV, desde 1 en el caso del objetivo original (que no ha sido
penalizado) hasta 0.531441 para los nodos de la cuarta fila, que representan nodos
cuya progundidad (“DEEP-level”) esta en el limite. Obsérvese que el uso de la direc-
tiva “DEEP” segrega los nodos del 4rbol de arriba abajo, pues los nodos mas bajos en

el arbol se representan con mayor profundidad en el fichero XML de entrada.

Analogamente, en la Figura 5.10 usamos “DOWN” en lugar de “DEEP” para producir
un recorrido en profundidad en arboles de ejecucion. En este caso, la consulta segrega

los nodos de izquierda a derecha en columnas pues, cuanto més a la izquierda aparece
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0000
i

rsv =0.33

&RI0G(S09,@aver(169,wea)
g

)

&prod(0.8,
{dimadrid X1 imadrid}

&prod(0.9, witokyo))) &prod(0.3,@aver(fistambul) w(istambun)) | &prod(0.3,@aver(flbaku). w(baku)))
{<takyo X1 okyo} {istambul X1 fistambul} {dbaku Xt ibaku}

&prod(0.8, @aver(0.8 w(madric))) &nrod(0.9,@aver(0.7 w(tokya))
{dmadrid X1 imadrid} {<takyo X1 okyo}
I I

N ‘ &prod(0.3,@aver(0. 2 w(baku))
£dbaku Xt ibaku}

{£dmadrid X1 imadrid} {4tokyo X1 fiokyo} {istambul X1 fistambuly

&prod(0.8,@aver(0.8,0.9) &prod(0.9,@aver(0.7,0.6)
£dbaku Xt ibaku)

[&prud(ﬂ 3.@aver(0.4,0 s))] (&mud(u.l@avev(n.z‘u 5))]

0.6800000000000002 0585 0.18000000000000002 0105
{£amadrid X1 imadrid} {£4takyo X1 fiokyo} {distambul X1 fistambuly £dbaku Xt ibaku)

<result >
<goal rsv="1.0">and_ prod(0.3,agr_ aver(f(istambul) ,w(istambul)))</goal>
<goal rsv="1.0">and_ prod(0.3,agr aver(0.4,w(istambul)))</goal>
<goal rsv="0.6667">and_ prod (0.3 ,agr aver(0.4,0.8)) </goal>
<goal rsv="0.6667">0.18000000000000002 < /goal>
<goal rsv="0.3333">and_ prod(s(X),agr_ aver(f(X),w(X)))</goal>
<goal rsv="0.3333">and prod (0.8 ,agr aver(f(madrid),w(madrid)))</goal>
<goal rsv="0.3333">and_prod (0.9 ,agr aver(f(tokyo),w(tokyo)))</goal>
<goal rsv="0.3333">and_prod (0.3 ,agr_ aver(f(baku),w(baku)))</goal>
<goal rsv="0.3333">and_prod (0.8 ,agr aver(0.8,w(madrid)))</goal>
<goal rsv="0.3333">and prod (0.9 ,agr aver(0.7 ,w(tokyo)))</goal>
<goal rsv="0.3333">and prod (0.3 ,agr aver(0.2,w(baku)))</goal>
</result >

Figura 5.11: Ejecucion del objetivo «node[/goal[contains(text(),“w(”)] aver{1,2}

substitution|[contains(text(),“istambul”)]]//goal»

un nodo en el arbol, mas arriba aparece en el XML y, por ello, menos lo penaliza
la directiva “DOWN”. Como anteriormente, se han seleccionado diez nodos con RSV
entre 1 —los nodos superiores en el XML~ hasta 0.7, como se muestra en la segunda

columna.

Finalmente, para ilustrar el alto poder expresivo de FuzzyXPATH, modelamos
en la Figura 5.11 diversas consultas uniendo diversos conceptos (entre ellos, los t6-
picos “weather” e “Istambul” modelados en P como el predicado “w” y la constante

“istambul”, respectivamente). Inicialmente preguntamos por nodos que informen so-
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bre el tiempo (“weather”), esto es, centrados en la cuarta fila del arbol de ejecucion
(por tanto, tienen presente la subcadena “w(” en la etiqueta “goal’). La segunda
preferencia pregunta por nodos en la rama que contiene la palabra “istambul” en
la etiqueta “substitution”’. Para unir estas dos restricciones, en lugar de usar un
“and’ o un “or” difuso (o incluso diferentes variantes difusas de ambos conectivos,
ya implementadas en FuzzyXPATH), ilustramos el uso de una media aritmética
asignando dos veces mas importancia al segundo requisito que al primero. La ex-
presion FuzzyXPATH de esta consulta se halla en el titulo de la Figura 5.11, donde
mostramos graficamente el conjunto de soluciones asi como la salida en el fichero
XML resultante.

5.2. MALP como un demostrador SMT

La investigacion en SAT (Boolean Satisfiability) y SMT (Satisfiability Modulo Theo-
ries) representa una larga tradiccion de éxito en el desarrollo de resolvedores de teo-
remas automaticos altamente eficientes para la logica clasica. Mas recientemente, se
han llevado a cabo intentos de cubrir la légica difusa, como sucede en los avances
presentados en [ABMV12, VBG12]. Ademas, si la resolucion automatica de teore-
mas supone un punto de partida para los fundamentos de la programacion logica
asi como uno de sus campos de aplicacion [L1087, Sti88, Fit96], en esta seccién mos-
tramos algunas lineas preliminares sobre cémo la programacion logica difusa puede

enfrentar la demostracién automaética de teoremas difusos, recogidos de los trabajos
[BMVV15, BMVV13].

5.2.1. Motivacion

Comenzamos nuestro discurso con un sencillo ejemplo motivador. Asumimos que
contamos con un sencillo chip digital que cuenta s6lo con un puerto de entrada y uno
de salida, de manera que invierte en Out la senal recibida de I'n. El comportamiento
de dicho chip se puede representar con la siguiente férmula propopsicional

F: (In' AOut) V (In A Out').
Dependiendo de como se interprete cada simbolo propopsicional, obtenemos el si-

guiente conjunto de interpretaciones para la férmula:

I1: {In=0,0ut=0} = F=0 I2: {In=0,0ut=1} = F=1
I3: {In=1,0ut=0} = F=1 I4: {In=1,0ut=1} = F=0
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1(0uD),Bgodeli(n),
1

1(Out) Bgodel(i(o), ]

1(0uD), Bgodal(i(h),
{in} {inio}

o e o e

Jluka(Bgodel(@not(1). 1) &gade (1), @noti (1)) 1),0).£00del(i(1), @not((0)) Jluka(2gadel(@not(D). 1), godel ((0), @notic1)) lluka(8godel(@not(0) 0, &godsI(i(0), @not(i(D)))
{Outi Init} {OutD it} {OutH In/0} {Outio,In/o}

).1),6g00e1(1, @noti(1))) 0),&godel(1, @not((0))) Jiuka (Bgodel(@not(0), 1),8g0del(0, @not((1 ) luka(&godel(@not(0),0) &godel (0, @notfi(o))
{out/t Inf1) {out0,ni1} {out Inio} {outio,in/o}

Jluka(&godzI(@not(t), 1) &godel! @not(1)) lluka(Bgadel(@not1), 0, &godsl(1, @nat(0) 1).8g0del(0.@not(1))) 0),&god=I(0,@note))
{outr In/t) (out,nit} (out1 Inio} (outo,in/o}

Jluka(&godel(0,1),8godel(1, @not(1))) Iuka(&godeI(0.0),&g0del(1, @not0))) 1,1).8g00e/(0,@not(1)) (1.0),8900e1(0,@not(0)))

{out/ Inf1) {outo,ni1} {out1 Info} {outio,in/o}

lluka(0,&godel(1. @not(1))
{outr init)

uka(0.&godel(1, @nat(0))
{out,nit}

luka(t.&godel(0.@not(1))
{out1 Inio}

JIuka(0, &g 0del(0,@not(o))
{outo,injo}

Jluka(0,&godel(1,0)) lluka(0,&godel(1,1)) luka(t &godel(0,0))
(outit inft} {outo i1} {Out Inio}

Iluka(0,&godel(0,13)
(outo,in/o}

Jluka(0,0)
{out Ini1)

Jiuka(o,1)
{outo i1}

Jiuka(1,0)
{out1 Inio}

Jiuka(0,0)
{outio,n/o}

0
(outo,in/o}

[] o1 =Y T
{outi Ini1} {outo i1} {Out Inio}

Figura 5.12: Interpretacion de una formula con dos valores para las senales/propo-

siciones In y Out.

Un resolvedor SAT puede probar facilmente que F' es satisfacible ya que presenta
dos modelos (esto es, interpretaciones de las variables proposicionales In y Out para
las que la formula se interpreta con grado de verdad 1) representados por 12 e I3. Un
modo alternativo para obtener explicitamente estas interpretaciones consiste en usar
el entorno de logica difusa FLOPER descrito en el capitulo 4. Como explicamos en el
resto de la seccion, cuando FLOPER ejecuta el siguiente objetivo (que representa la
formula F') “(@not (i(In)) & i(Out)) | (i(In) & @not(i(Out)))” con respecto
a programa logico difuso compuesto por dos reglas: “i(1) with 1”7 y “i(0) with
0”, dibuja el &rbol mostrado en la Figura 5.12, donde los modelos 12 e I2 aparecen en

dos hojas centrales del arbol dentro de la caja azul. Cada rama en el arbol comienza
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Figura 5.13: Interpretacion de una férmula con tres grados de verdad para las sena-
les/proposiciones In y Out.

interpretando las variables In y Out y continua con la evaluacion de los operadores
que aparecen en F.

Adviértase que mientras la formula F' describe el comportamiento de nuestro
chip de una manera “implicita”, el conjunto de los modelos I2 y I3 describe “explici-
tamente” el funcionamiento correcto del chip (cualquier otra interpretacion no es un
modelo y representa un comportamiento anormal del chip), de ahi la importancia
de encontrar el conjunto completo de modelos para una férmula dada.

Modelamos ahora una version “analégica” del chip, donde las senales de entrada
y salida pueden variar en un rango infinito de valores entre 0 y 1, de modo que
Out debe representar el “complementario” de In. El nuevo comportamiento del chip
puede expresarse de nuevo por medio de la férmula anterior, pero teniendo en cuenta

que las conectivas involucradas en F' deben definirse de un modo difuso como sigue:

/

x 1—=x Negacion de la logica del Producto
x Ay = min(z,y) Conjuncién de la logica de Godel
xVy = min(zx+y,1) Disyuncion de la logica de Lukasiewicz

En este caso podemos usar un resolvedor SMT para demostrar que F' es satisfacible.

Siguiendo la aproximacion del trabajo en [ABMV12], se puede comprobar facilmente
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que F es satisfacible? con el siguiente script SMT-LIB que codifica las conectivas

previas en SAT modulo linear real arithmetic:

; Set logic: Quantifier Free Linear Real Arithmetic
(set-logic QF_LRA)

; min(x,y)
(define-fun min ((x Real) (y Real)) Real
(ite > xy) y x))

; x2 =1 -x
(define-fun agr_not ((x Real)) Real
(- 1 x)

; &G(x,y) = min{x,y}
(define-fun and_godel ((x Real) (y Real)) Real
(min x y))

; IL(x,y) = min{x+y,1}
(define-fun or_luka ((x Real) (y Real)) Real
(min (+ x y) 1))

; Declaration of variables
(declare-fun x () Real)
(declare-fun y () Real)

; Ordering relation
(assert (>= x 0))
(assert (<= x 1))
(assert (>=y 0))
(assert (<= y 1))

; Formula to check
(assert (= (or_luka (and_godel (agr_not x) y)
(and_godel x (agr_not y))) 1))

; Check for satisfiability
(check-sat)

2La férmula tiene infinitos modelos de la forma {In = x, Out = y} tales que z +y = 1.
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El cédigo SMT-LIB se puede comprender con facilidad. Recordamos que la expre-
siéon ite corresponde a la construccion if-then-else. Notese que todas las conectivas
necesarias han sido codificadas como se hace en [ABMV12]. Merece la pena advertir
que, aparte de demostrar la satisfacibilidad de una férmula, los resolvedores SMT
se pueden usar para demostrar que una férmula es un teorema mediante el chequeo
de la insatisfacibilidad de su negada.

Por otra parte, la Figura 5.13 muestra también tres modelos en el drbol mostrado
por FLOPER al considerar inicamente tres tipos de valores (concretamente, 0, 0.5
y 1) para interpretar In y Out. Dichos modelos incluyen, aparte de 12 e I3 (vistos
anteriormente), la interpretacion {IN = 0.5, 0UT = 0.5} ya que, como se puede ver

detallado en las computaciones realizadas a lo largo de la rama central del arbol,
tenemos:

(0.5' A0.5) V (0.5 A 0.5) = ((1-05)A0.5)V(0.5A0.5) = (0.5A0.5)V (0.5A0.5)
= min(0.5,0.5)V (0.5 A 0.5) = 0.5V (0.5A0.5) = 0.5V (0.5 A (1 —0.5))
=0.5V (0.5A0.5) = 0.5V min(0.5,0.5) =0.5Vv0.5

=min(0.5 + 0.5,1) = min(1,1) =1

Analogamente, se puede comprobar en la segunda rama del arbol que {IN =
1,0ut = 0.5} no es un modelo (de hecho, el chip no puede devolver una senal
0.5 cuando su entrada es 1) ya que:

(I'A05)V(LA0S) = (1—1)A05)V(IA0S) = (0A05)V(LA0S) =
min(0,0.5)V (LA0.5) = 0V (1A0.5) = 0OV(AA(l—05) =
0V (1AO0.5) = 0Vmin(1,0.5) = 0VO05 =
min(0 +0.5,1) = min(0.5,1) = 0.5

5.2.2. MALP, FLOPER y la Demostracion Automatica de
Teoremas

En lo que sigue describimos un sencillo subconjunto del lenguaje MALP? (ver el
Capitulo 3 para una formulacion completa de este marco), en el que conservamos el
uso de distintas concectivas: conectivas de implicacion (denotadas por 1,42, ...);
conectivas de conjuncion (A, Ag,...); conectivas de disyuncion (V1, Va,...); y ope-
radores hibridos (generalmente denotados por @1, @, ...), todos los cuales, como
vimos en el Capitulo 3, se agrupan bajo el nombre de “agregadores” y cuya funcion
de verdad @ : L™ — L, recordamos, debe ser mono6tona. Podemos usar de nuevo las
ya conocidas logicas de fLukasiewicz, Gddel y producto, considerados, respectivamen-

te, versiones pesimista, optimista y realista de la conjuncién. También conservamos

3Multi-Adjoint Logic Programming.
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en este subconjunto de MALP la posibilidad de usar cualquier reticulo multi-adjunto
(L, <), sobre el que se interpretan las conectivas y que, ademas, aporta la nocion de
grado de verdad.

Este subconjunto de MALP esta diseniado para tratar formulas proposicionales
difusas como P A Q — PV @, donde las proposiciones P y @ se interpretan como
valores de un reticulo. Para ello, un programa se define como un conjunto de reglas
(en este caso, “hechos”) de la forma “H with v”, donde H es una férmula atémica o
un atomo (generalmente llamado cabeza), y v es su grado de verdad asociado (esto es,
un valor de L). M4s exactamente, en nuestra aplicacion las cabezas tienen siempre la
forma “i(V')” y cada regla de programa tiene la forma “i(v) with v”. Advertimos que
aun usando los mismos nombres para las constantes (que construyen los términos) y
grados de verdad, el Universo de Herbrand de cada programa y su reticulo asociado

no deben confundirse, ya que son, de hecho, conjuntos disjuntos.

|| File Edit Code Run Transformation Options Help
il Heheness 9¢ DLEQE
okt .| | | ceneratedtree 1 x
v (& solverC B & B (/) Expand All Nodes (V] Antialiased Tree (5]
v (& Fuzzy-Prolog files 1 ) )
IR solverC fpl
» (& Prolog files
» (& Scriptfiles
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|
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) i(top)  with top.
i(gamma) with gamma.
i(alpha) with alpha.
i(beta) with beta.
| i(bottom) with bottom.
- K » .
<\ - T

Figura 5.14: Sesion de trabajo con FLOPER en la que se resuelve el objetivo 1 (P).

Un objetivo es, como en MALP, una féormula construida a partir de formulas atomi-

cas Bi,...,B, (n >0), grados de verdad de L, conjunciones, disyunciones y agre-
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Figura 5.15: Sesion de trabajo con FLOPER en la que se resuelve la formula PV Q
(25 interpretaciones, 9 modelos).

gadores, lanzadas como una consulta al sistema. En este subconjunto de MALP, las
formulas atomicas de un objetivo siempre tienen la forma “i(P)”, siendo P un simbolo
de variable. De este modo, cuando se ejecuta un objetivo simple como “i(P)” (como
se hace en la Figura 5.14), obtenemos varias respuestas del tipo P = v, donde el
grado de verdad resultante es “v”, representando todas las interpretaciones posibles

en L para la proposicion P en la férmula original.

La seméantica operacional de este subconjunto del lenguage MALP coincide con
la de MALP. Como herramienta para testear nuestros resultados usamos FLOPER,,

que esta descrito en el Capitulo 4.
A este fin, hemos introducido en el c6digo PROLOG que acompana al gréfico de
la Figura 5.16 las clausulas que definen los operadores primitivos “pri_inf/3” y

“pri_sup/3”, disefiados para devolver el infimo y supremo de dos elementos. Adver-
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member (bottom).  member(alpha).

member (beta) . member (gamma) .

member (top) .

members ([bottom,alpha,beta,gamma,top]) .
leq(bottom,X) . leq(X,X). leq(alpha,gamma).
leq(beta,gamma) . leq(X,top). 1(X,X) :- !.
1(X,Y) :-1leq(X,¥),!. 1(X,Y):-leq(X,2),1(Z,Y).
and_godel(X,Y,Z) :- pri_inf(X,Y,Z).

3 or_godel(X,Y,Z) :- pri_sup(X,Y,Z).
agr_impl(X,Y,Z) :- (1(Y,X),!,Z=top ; Z=X).
pri_inf(X,Y,X):- 1(X,V), !.
pri_inf(X,Y,¥):- 1(Y,X), !.
pri_inf(_,_,bottom).
pri_sup(X,Y,X):- 1(Y,X), !.
pri_sup(X,Y,¥):- 1(X,V), !.

pri_sup(_,_,gamma) .
Figura 5.16: Reticulo finito y parcialmente ordenado F, modelado en PROLOG

timos de los siguientes aspectos:

= Obsérvese que, dado que los grados de verdad « y 8 no son comparables, cual-
quier objetivo de la forma “?- leq(alpha,beta).”0“?- leq(beta,alpha).”

siempre va a fallar.

= Un objetivo de la forma “?- pri_inf (alpha,beta,X).”, en vez de fallar, pro-

ducira el resultado esperado “X=bottom”.

= Obsérvese que la implementacion del predicado “pri_inf/3” es obligatoria
para codificar la definicion general de “and_godel/3” (se puede razonar igual-

mente para “pri_sup/3” y “or_godel/3”).

Algunos ejemplos

Este subconjunto del lenguaje MALP es suficientemente amplio como para desa-
rrollar un sencillo demostrador de teoremas difuso. Téngase en cuenta que nuestra

herramienta se puede usar con diferentes reticulos (no solo el intervalo real [0,1]) con
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un nimero finito de elementos —marcados con “members”- con un orden parcial o
total entre ellos. Por tanto, podemos usar F LOPER para enumerar todo el conjunto
de interpretaciones y modelos de las formulas difusas. Para ello, s6lo se requiere un
reticulo L para construir automaticamente un programa compuesto por un conjun-
to de hechos de la forma “i(«) with o”, para cada a € L. Sirva como ejemplo el

programa MALP asociado al reticulo F de la Figura 5.16, mostrado a continuacion:

i(top) with top.
i(gamma) with gamma.
i(alpha) with alpha.
i(beta) with beta.
i(bottom) with bottom.

Una vez el reticulo y el programa generado se han cargado en FLOPER, la for-
mula a evaluar se introduce como un objetivo del sistema siguiendo las siguientes

convenciones:

= Si P es una variable proposicional en la férmula original, entonces se denota

como “i(P)” en el objetivo F.

= Si & es una conjuncién de una determinada logica “label” en la formula original,

se denota como “&label” en el objetivo F.

= Para disyunciones, negaciones e implicaciones, usamos “|1abel”, “@no_label”
y “@im label” en F.

= Para otros agregadores, usamos “@jpe1” en F.

En lo que sigue discutimos algunos ejemplos relacionados con el reticulo mostrado
en la Figura 5.16 y su programa MALP resultante.

En primer lugar, la ejecucion del objetivo “1(P)” en FLOPER produce las cinco
interpretaciones para P mostradas en la Figura 5.14. Por otra parte, consideremos
ahora la féormula proposicional P V @, que se traduce en el objetivo MALP co-
mo “(i(P) | i(Q))”. Este objetivo, lanzado a FLOPER, genera un arbol* que
representa en cada una de sus 25 hojas todo el conjunto de interpretaciones (9 de
las cuales, las que estan dentro de las cajas azules, son modelos) como se ve en la
Figura 5.15. Véase también la Figura 5.17 asociada a la formula P A (P V P).

4Véase el capitulo 4 para una descripcion mas detallada de los arboles de ejecucion.
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Figura 5.17: Arbol completo de la demostracion de la formula P A (P V P) con 1
modelo entre 5 interpretaciones.

Considérese ahora la formula P A Q — P V @, que se traduce en el objetivo
MALP como “(i(P) & i(Q)) @impl (i(P) | 1i(Q))”. Al interpretar FLOPER
esta formula, el sistema devuelve la lista de respuestas mostrada en la Figura 5.18,
cuyo grado méximo de verdad es “top”, lo que demuestra que la féormula es una
tautologia, como queriamos.

Indicaciones sobre las medidas de coste

Finalizamos esta subsecciéon con algunos comentarios sobre las medidas de coste y la
eficiencia del método. Dados un reticulo L, una férmula F'y su drbol de demostracion
asociado T, definimos los siguientes valores:

= v es el numero de variables distintas en F'.

» ¢’ es el namero de ocurrencias (incluidas repeticiones) de variables en F.

= ¢ es el nimero de conectivas en F'.

= 7 es el nimero de elementos en el reticulo I dados por el predicado “members”.
Tenemos que:

= La anchura del arbol T, o el ntimero total de interpretaciones de F, es r".

= El namero de pasos admisibles llevados a cabo en una rama de T es v’.
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Figura 5.18: Arbol de demostracion completo para la tautologia PAQ — PV Q (25

modelos).

= El ntimero de pasos interpretativos llevados a cabo en una rama de T es c.

= La profundidad de T', o el niimero de pasos de computacion (admisibles/inter-

pretativas) para cada interpretacion posible de F' es v’ + c.

= Una cota superior para el nimero de pasos admisibles en T es |as| < (v —
v
v)rY + E r'.
i=1

= Una cota superior para el nimero de pasos interpretativos en T es |is| < cr?

= Una cota superior para el ntimero de pasos de computacion (admisibles e in-
v

terpretativos) es |T'| < (¢ + v —v)r? + Zri.

Volvamos ahora sobre la tautologia P A Q — PV @ para la que FLOPER muestra
el conjunto de modelos visto en la Figura 5.18, y asumamos ahora una versiéon mas
general con la siguiente forma Py A ... A P, — P; V...V P, para la que hemos
estudiado su comportamiento en la tabla de la Figura 5.19. En el eje horizontal

representamos el niimero n de variables proposicionales distintas que aparecen en
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Figura 5.19: Comportamiento del método.

la férmula, mientras que el eje vertical se refiere al nimero de segundos® necesarios
para obtener el conjunto completo de interpretaciones (todas las cuales son modelos,
en este caso) de la formula. Tanto la linea roja como la azul se refieren al método
comentado a lo largo de esta secciéon, pero mientras que la linea roja indica que el
arbol de derivacion se ha producido realizando pasos admisibles e interpretativos de
acuerdo a las Definiciones 3.2.1 y 3.2.6, respectivamente, la linea azul se refiere a
la ejecucion del codigo PROLOG obtenido tras compilar con FLOPER el programa
MALP y el objetivo asociados a nuestra formula. Los resultados obtenidos en la
figura muestran que nuestro método tiene un buen comportamiento en ambos casos,
incluso para féormulas con un gran ntimero de variables proposicionales.

Por supuesto, el método no pretende competir con las técnicas SAT (que siempre
son més rapidas y pueden tratar con formulas mas complejas que contienen muchas

més variables proposicionales), pero es importante sefialar de nuevo que en nuestro

5Los benchmarks se han realizado en un ordenador con procesador Intel Core Duo, con 2 GB
de RAM y sistema operativo Windows Vista.
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caso, enfrentamos el problema de encontrar el conjunto completo de modelos para

una férmula dada en lugar de centrarnos sélo en su satisfacibilidad.

5.3. Overbooking en Cloud con MALP

La computacién cloud es un reciente paradigma en el que los recursos computaciona-
les se arrendan en Internet con un esquema de precios de pago por uso. Sus usuarios
(organizaciones e individuos) pueden ajustar constantemente sus recursos cloud a sus
necesidades en cada momento. Esta cualidad del paradigma cloud recibe el nombre
de elasticidad [The30]. El nuicleo de la infraestructura cloud son los centros de datos,
que alojan cientos de miles de servidores, junto con almacén de datos y equipamiento
de red, asi como sistemas avanzados de refrigeracion y distribuciéon de la potencia
[ZHall]. Mediante tecnologias de virtualizacion, estos centros de datos (proveedo-
res cloud) proveen de aplicaciones a multiples usuarios en el mismo servidor fisico,
haciendo asi eficiente el uso del hardware. En los centros de datos cloud, las apli-
caciones de usuario se empaquetan como Maquinas Virtuales (VMs) [BDa03], que,
en esencia, son implementaciones software de servidores compartidos en el tiempo
en el hardware fisico. Asi, los usuarios pueden, ellos mismos o mediante software
de administraciéon automaética, aumentar o disminuir el nimero de VMs alojados.
Consecuentemente, es comun entre los proveedores cloud pedir a los usuarios que
especifiquen los limites superior e inferior del nimero de VMs que van a usar en
la solicitud de servicio [RBa09], o tener ciertas reglas predefinidas para todos los
usuarios, por ejemplo, 1-20 VMs por centro de datos para el mayor proveedor cloud,
Amazon [Ama30].

Con respecto a los centros de datos (data centers), la elasticidad supone a largo
plazo un problema de asignacién, ya que el nimero exacto de méaquinas virtuales
asociado a cada usuario en cada momento es desconocido. Ejecutar pocas VMs
repercute en un uso ineficiente del hardware de los centros de datos y disminuye los
beneficios para los usuarios, mientras que ejecutar demasiadas VMs puede incidir
en un bajo rendimiento y/o colisiones, mala experiencia de usuario, y consecuencias
financieras negativas si se violan los Acuerdos de Nivel de Servicio (en inglés, SLA, de
Service Level Agreement). Para lograr un buen equilibrio, los proveedores de cloud
pueden hacer uso de mecanismos de control de admision [BDET 12| para determinar
cuando una nueva peticion de servicio deberia admitirse o no en el centro de datos.

En el trabajo [TT13b] se demostrd como el overbooking de recursos, una técnica
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Figura 5.20: Esquema del sistema.

bien conocida del manejo de rentas de las aerolineas y del multiplexado del ancho
de banda, se puede usar para incrementar la utilizacion y el beneficio del proveedor,
asumiendo soélo riesgos aceptables respecto a quedarse sin recursos hardware.

Un ejemplo del trabajo anterior en este 4rea es un marco algoritmico [BDET12]
que usa la demanda efectiva de recursos cloud para estimar la capacidad fisica total
requerida para realizar el overbooking, incluyendo la probabilidad de lanzar VMs
adicionales en el futuro.

Sin embargo, evaluar el riesgo durante el control de admisiéon con respecto a la
realizacion de overbooking de recursos esta lejos de ser un problema trivial. El over-
booking y los problemas de planificaciéon asociados son problemas de empaquetado
multi-dimensional que, normalmente, se resuelven mediante heuristicas. Tampoco
estd claro como balancear el impacto a corto y a largo plazo al decidir la acepta-
cién o no de un trabajo. Mas atn, el control de admision esté asociado a diversas
incertidumbres, incluyendo el limitado conocimiento de la carga futura, los posibles
efectos secundarios de asignar una VM particular, y el impacto exacto en aplicacio-
nes de escasez potencial de recursos. Basandonos en estas propiedades del control

de admision, hemos propuesto una aproximacion difusa al problema [VMTT15].

5.3.1. Gestor logico difuso de overbooking

Con respecto a las formulaciones difusas del problema del control de admision, en esta
subseccién presentamos un método flexible que ha sido ya implementado en MALP
a través de FLOPER. En este problema reutilizamos las definiciones estandar para

las conjunciones, disyunciones e implicaciones en el reticulo de los niimeros reales
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en el intervalo unidad [0, 1], correspondientes a la ldgica de Lukasiewicz, de Godel y
del Producto, cada una con diferentes capacidades para definir escenarios pesimistas,
optimistas y realistas, respectivamente.

En esta aplicacion utilizamos una version refinada de dicho reticulo, dado que
identificamos la nocién de grado de verdad con el de “riesgo de overbooking a lo largo
de un periodo de tiempo”. Esto significa que en lugar de valores puntuales, nuestro
programa manipula listas de nimeros reales como grados de verdad® tras analizar
el comportamiento de las curvas que representan los recursos libres, no solicitados y
solicitados (en CPU, memoria y red). Por ejemplo, si la expresion “&p(z,y) = zxy” se
refiere a la ldgica del Producto para pares de valores, su version extendida para pares
de listas de valores corresponde a “&p([T1, ..., Tn], [Y1,- -+, YUn]) = [T1 % Y1,. .., Ty *
yn]”. En nuestra aplicacion esta conectiva se puede definir recursivamente con el
siguiente codigo:

and_prod([1,[1,[1).
and_prod([X|LX], [YILY], [ZILZ]):- Z is X*Y, and_prod(LX,LY,LZ).

Usage
Usage

Time (minutes) Time (minutes)

Figura 5.21: Diferentes opciones para estimar el riesgo.
En el reticulo hemos implementado también versiones extendidas sobre listas para las
demaés conectivas vistas en el Capitulo 3, asi como otras conectivas como @append

(para concatenar dos listas de ntmeros), @show (que se describe mas adelante),

6 A veces acompaiiados de anotaciones como maz, avg, peak por motivos de legibilidad.
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@uery y @ approz (donde recordamos que Query(z) = x? y Qapprox(r) = /)
conocidos como modificadores lingtiisticos. Estos modificadores son utiles para refinar
la forma més pesimista u optimista de las respuestas producidas por la aplicacion
bajo este escenario incierto.

Gracias al gran poder expresivo del reticulo previo, es posible disefiar un pro-
grama MALP compuesto por muy pocas reglas. La primera de ellas recibe como
parametros de entrada tres listas que representan las curvas asociadas a los recursos
libres, no solicitados y solicitados, asi como un cuarto argumento que indica qué
recurso, o campo (Field) (CPU, red o memoria) se debe considerar:

risk([F|Freel, [U|Unreq]l, [R|Req] ,Field)<-
@append (combine(F,U,R), risk(Free,Unreq,Req,Field))

Esta definicién del predicado “risk” produce como grado de verdad una lista de
nameros obtenidos al contrastar las curvas de entrada “Free”, “Unreq’ y “Req”.
Esta evaluacion se realiza recursivamente llamando al predicado “combine” con tres
valores concretos cada vez (de cada una de las curvas).

La Figura 5.21 representa graficamente dos alternativas para realizar este con-
traste. En ella, el color de fondo representa el nivel de riesgo, u output, que cambia
entre tonalidades blanca, amarilla y roja, de menor a mayor riesgo en cada instante.
Una version preliminar del predicado “combine” asociado a la grafica izquierda en

la Figura 5.21 se puede definir como
combine(Free,Unreq,Req) <- (Reg>=Free & [1])|(Req>Unreq & [0.5])

que, en esencia, da riesgo 1 (banda roja) cuando los recursos solicitados exceden los
libres, 0.5 (banda amarilla) si se encuentran entre los libres y los no solicitados, y
0 (banda blanca) en otro caso. Ademés de esto, hemos implementado una version
més sofisticada basada en la interpolacion lineal (grafico derecho en la Figura 5.21)
de acuerdo a la siguiente formula:

inter (Req,Free,Unreq) = (Req-Unreq)/(Free-Unreq)

Esta formula devuelve riesgo 0 cuando el valor de los recursos solicitados esta por
debajo del de los no solicitados, un riesgo en [0,1] (las notalidades varian del blanco
al rojo a través del amarillo conforme crece el riesgo) si el punto de los recursos
solicitados est4 entre los otros dos valores, y riesgo superior a 1 (las tonalidades
varian del rojo al negro conforme crece el riesgo) si la cantidad de recursos solicitados

es mayor que la de los libres. En este caso decimos que hay un pico. Considerar los
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picos nos permite mejorar la evaluacion final del riesgo teniendo en cuenta el impacto
de cada uno en el rendimiento del sistema.
Se invoca este programa mediante una llamada al predicado “main”, con los
parametros apropiados:
main(Free,Unreq,Req,Field) <- @show(risk(Free,Unreq,Req,Field))
Esta regla hace uso de la conectiva “@show”, que recibe el grado de verdad (una lista
de nameros) producida por “risk” y devuelve un nuevo grado de verdad como una

lista de la siguiente forma:

L avg(ni), min(n2), max(ngz),
over([peak(hi,l1,a1),...,peak(h;,l;,a;)1),
opt(ng), real(ns), pes(ng) ]

VR4

Aqui, las etiquetas “avg”, “min” y “max” se refieren, respectivamente, a los valores
medio (n1), minimo (ng) y méximo (ng), de la lista de entrada; “over” devuelve la
lista de picos (cada uno representado por su altura méaxima (h;), longitud (I;) y area
(a;)) v, finalmente, las etiquetas “opt”, “real” y “pes” dan las estimaciones optimis-
ta (n4), realista (ns) y pesimista (ng) —basadas en los elementos anteriores— referidas
al riesgo inherente de aceptar la tarea indicada. Estas estimaciones se producen com-
binando la medida de la media aritmética (modulada con las conectivas Qapprozx y
@Query, segin nos refiramos a los casos pesimista u optimista, respectivamente) con
la disyuncioén de todos los picos mediante distintas versiones del operador de disyun-
cion. Este operador se modela de acuerdo a la logica de Lukasiewicz, del Producto
o de Godel donde se da que Va,y € [0,1],z|Ly > z|py > z|¢z. Esto justifica una vez
més el poder de la logica difusa y los recursos expresivos de MALP para modelar
escenarios pesimistas, realistas y optimistas. Por ejemplo, cuando introducimos el
siguiente objetivo en FLOPER:

main([50,20,40,73,99], [25,10,2,51,40], [20,23,45,60,49] , cpu)
El sistema lo resuelve generando una lista que representa el grado de verdad final

asociado a la consulta, con la siguiente forma:

[ avg(o .9300780175180026) , min(0), max(1.3),
over ([peak(2,1.3,0.27078683857231306)1),
opt (0.8045594490364215) , real(0.9015891243354114), pes(1)]

En la Figura 5.22 mostramos una captura de pantalla de FLOPER en la que se

ejecuta el objetivo anterior. En la ventana principal se observa (la parte superior
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File Edit Code Run Tr Options Help
e b Echdd™ D¢ DHhean

Protect__ ||| [Tskml x | Generatedtiee 1 x |

Cloud B & B V) Expand All Nodes| | Antialiased Tree
(& Fuzzy-Prd K
risk p)
(& Prolog i main(50,20,40,73,9011}25,10,2,61,40]1}[20,23,45,60 4811101
[ awii [ [i] ]
& simiar
& scriptfile
[ cloud lat
@showirisk(50,20,40,73 99[11125, 102,51 40[01120,23,45,80 48[11_0))
.

@show(@append(combine(50,25,20) isk(20,40,73 9911110,2,51 40[11(23,45,60,49][1._0))
{Field2i_0,Req2123,45,60 48101,R2/20 Unreq21[10,2,51 401],U2/25 Free2[20,40,73 9911F 2/50,_01/_1 Fiel1/_0,Req [20,23,45,60,4911] Unreq1/125,10,2,51 40|l Free1/150,20 40,73,99101)

@

@showi@append(luka(&luka(’=='(20,50) 1], &luka(>!(20,25),10.5])),iski[20,40,73,9911[10,2,51 4 01 [22,45,60,401]_0))
{Reqarz0,Unreqai2s Free/s0 Fieli2/_,Req2/23,45,60,49)[],R2120,Unreq2/[1 0,2,51,40([],U2125 Free2([20,40,7 399 |[J,F 2/50,_01/_1 Field 1/_0,Req1/(20,23,45,80,49[]],Unreq1/[25,1 0,2,61,40][] Free /[50,20,40,73 991

‘

@show(@apnend(luka(&luka(][1]) &luka(>'(20,26),0.60),risk(20,40,7 3, G910L 10,261,401 11,123,660, 4310, _0)2)
{Req3/20,Unreq3/25 Free3/50,Fielda/_0,Req2(23,45 60,431 R220, Unreq2/[1 0,251 4011],U2125 Free21[20,40,7 39901, F 2150, _01/_1 Field 11_0,Req1/(20,23,45,60 431 Unreq 111251 0,2,51, 4011 Free 11[50,20,40,73 9910

H@H

@show(@append(luka(8luka([0] [1]) Bluka(0][0.5)),risk((20,40,73,89[0110 2,51 ,40]01(23.45,60,4910], 0D
{Req3/20,Unreq3/25 Free3/50,Field2/_0,Req2(23,45,60,43 1], R2120,Unreq2([1 0,251 40[[},U2/25 Free2([20,40,7 399|[1.F 2/50,_01/_1 Field 11_0,Req1/(20,23,45,60 431}, Unreq1/[25,10,2,51,40][] Free /[50,20,40,73 9311

1D, &1 uka([0],[0.5]; 0,10,23),1isk(40,73,99I[(2.51,40]11145,60,48I01,_0))) L
\IeG4I2.51 40U/ Freed140.73.99111F 4120 Req 20, Unieq3/25 Freed/Sn Field2) 0.Ren2123.45.80.48/1.R2120 Unrea2/10.2.51 401102125 Free2120.40.73,99/ILF2/50. 010 1 Fleldl] 0. Reql120.23.45.0040MUntea 125, ¥

> ]

*main([50,20,40,73,99],[25,10,2,51,40],[20,23,45,60,49],_,_) "

Figura 5.22: FLOPER ejecutando nuestra aplicacion.

de) el arbol de derivacion para este objetivo que, en esencia, consiste en un sistema
de transiciéon de estados donde cada estado se colorea de amarillo, y las transiciones
aparecen como circulos azulos, de modo que el estado inicial se corresponde con
el objetivo inicial, como raiz del arbol, y el estado final (no visible en esta figura)
contiene el grado de verdad finalmente asociado a la query. En nuestro caso, esta

solucién corresponde al texto marcado en azul en el cuadro inferior de la captura.

5.3.2. Experimentos

Para evaluar nuestra propuesta, la valoracion difusa del riesgo se incluye en el marco
de [TT13b], que recoge una técnica sencilla de control de admision. Ahora el control
de admision emplea esta informacion para tomar decisiones sobre la aceptacion o
rechazo de servicio al realizar overbooking de recursos. Se ha reutilizado el simulador
implementado en [TT13b] con objeto de simular la infraestructura cloud y la carga
de trabajo.

La infraestructura cloud simulada para probar los diferentes evaluadores del ries-
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go consiste en 16 nodos, cada uno de 32 ntcleos. Hemos considerado cuatro tipos
de maquinas virtuales segin su tamaifio (S, M, L y XL), de un modo parecido al
usado por Amazon [Ama30], en el que cada tipo de maquina dobla la capacidad de
la anterior. Partimos de 1 CPU y 1.7GB de memoria para el tipo S. Estas maqui-
nas virtuales simulan la ejecucion de una carga de trabajo dindmica compuesta de
diferentes tipos de aplicaciones (algunas de las cuales presentan un comportamiento
estable y otras explosivo), afinadas mediante herramientas de monitorizacion tras
ejecutarse las aplicaciones reales. La carga de trabajo es una mezcla de aplicaciones
y sigue una distribucién de Poisson para las tasas de envio. Para mas detalles sobre
el banco de pruebas y la generacion de carga de trabajo, véase [TT13b]. Con esa
carga de trabajo, la evaluacion del rendimiento se ha realizado generando peticiones
de servicio de acuerdo a dicha distribucién de Poisson. Entonces, las peticiones acep-
tadas (por el control de admision) se planifican y ejecutan en los 16 nodos. Durante

la ejecucion hemos medido la utilizacion y la escasez de recursos.

Nos hemos centrado en medir el impacto del riesgo tomado por el control de
admision al realizar overbooking de recursos en los centros de datos. Los diferentes
riesgos proporcionados por el motor logico difuso se comparan entre si y también con
el caso base, en el que no se realiza overbooking y, por tanto, no se asumen riesgos.
Las valoraciones se etiquetan, de menor riesgo a mayor riesgo, como “Pessimistic”,
“Realistic” y “Optimistic” —mapeandolos a los valores respectivos calculados por el

motor 16gico difuso con esos nombres. El caso base se etiqueta como “No Risk”.

La Figura 5.23 (a) muestra la utilizacion de recursos alcanzada para cada toma de
riesgo por parte del control de admision. Resulta evidente que cuanto mayor riesgo se
asuma, mayor es la utilizaciéon de recursos. Sin embargo, esto puede tener un impacto
negativo con respecto a la escasez de recursos si se sobrepasa la capacidad total, no
s6lo de acuerdo a la utilizacién de los centros de datos sino también respecto a cada
nodo individual del sistema. Debido a esto, la Figura 5.23 (b) muestra los histogra-
mas relativos al niimero de veces que uno de los nodos ha sobrepasado su capacidad,
y el impacto en su rendimiento (que, en un caso extremo, puede llevar a una viola-
cion de los acuerdos de nivel de servicio, SLA). El eje = representa la degradacion
de rendimiento experimentada cuando se sobrepasa la capacidad total en (al menos)
uno de los nodos. Asi, cuanto menores sean las barras, menos situaciones de riesgo
existen y mejor es el rendimiento. Se desea, por tanto, que se mantengan lo més cer-
ca posible del 0 —con menor degradacién del redimiento y mayores posibilidades de

resolver ésta. Como se muestra en la Figura 5.23 (a), la capacidad estructural total



5.3. Overbooking en Cloud con MALP 193
Realistic Optimistic
&1 RTINS i 1
A//“‘H“f‘v‘”‘y” /WW
M“\s‘/\A )
Y L
s -
8 g | L
g 5|
s ) 3
5 g o | 5§ o |
| HE I
. £ £
EIER
&
e =
<]
Pessimistic
—&— Realistic
—— Optimistic
° o =< No Risk o o - 1
T T T T T —r T T 1 1

20

40 60 80

Time(Minutes)

(a) Utilizacion del data center.

9% Performance Degradation

0.00 0.10 0.20

% Performance Degradation

(b) Sobrecarga de capacidad (a nivel de nodo).

Figura 5.23: Utilizacién de recursos y comparacion de la valoracion del riesgo.

Utilizacién media

Sobrecarga de la
capacidad del nodo (%)

Sobrecarga de la
capacidad agregada (%)

No Risk 38.9% (1) 0 0
Pessimistic 69.1% (1.78) 0 0

Realistic 84.6 % (2.17) 6.99 0.43
Optimistic 92.5% (2.38) 11.88 0.84

Cuadro 5.1: Resumen del rendimiento (Figura 5.23).

no se sobrepasa. Esto significa que la migracion de VM -reubicacion de maquinas
virtuales de nodos sobrecargados a otros que todavia tienen capacidad disponible—
se puede usar para decrementar el riesgo. De este modo se pueden evitar algunas

situaciones de sobrecarga , como se ha propuesto en Beloglazov et al. [BB13].

Finalmente, la Tabla 5.1 destaca la mejora obtenida gracias al overbooking de
recursos (hasta 2.38 veces) y el coste que esto conlleva. El criterio pesimista (“Pes-
simistic’) muestra la menor mejora pero, a cambio, no produce degradacion del
rendimiento, al contrario que las otras dos técnicas que mejoran més la utilizacion a
costa de mayores degradaciones del rendimiento que pueden llevar a un agotamiento
de recursos. Para los casos optimista (“Optimistic”’) y realista (“Realistic”) la capa-
cidad total de un solo nodo se ha sobrepasado alrededor del 6 % y 12 % del tiempo,
respectivamente. Sin embargo, el impacto total en el rendimiento no es significativo
(menos del 1%) —calculado como el porcentaje del tiempo en que la capacidad se

sobrepasa en un nodo, ponderado con la cantidad de capacidad sobrepasada.
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5.4. Problema de asignacion

Como se ha comentado en la secciéon anterior, la computaciéon cloud provee recur-
sos a través de Internet respondiendo generalmente a un esquema de pago por uso.
La principal ventaja de este modelo radica en la posibilidad tanto por parte de los
clientes como de los proveedores de ajustar la asignacién de recursos en base a las
necesidades presentes, caracteristica esta que se conoce como elasticidad [The30]. A
través de maquinas virtuales [BDa03] los centros de datos proveen diferentes aplica-
ciones para multiples usuarios de manera eficiente. Estas maquinas virtuales (VMs
por su acrénimo en inglés) se pueden ver como implementaciones de servidores que
comparten en el tiempo el hardware fisico.

Pese a las ventajas que ofrece la computacion cloud, la planificaciéon de la capa-
cidad de los centros de datos se ha convertido en un problema para los proveedores
cloud. En la seccion anterior describimos una solucion difusa basada en overbooking
de recursos para uno de los aspectos de este problema, conocido como el problema
del control de admision. Sin embargo, una vez se ha aceptado una maquina virtual,
ésta debe ser desplegada en servidores especificos —incluso mapeada a cores espe-
cificos (pcpus) dentro de los servidores. El modo de realizar esta planificacion es
muy importante, ya que tiene un gran impacto en el rendimiento de las aplicacio-
nes desplegadas, especialmente en entornos donde se ha realizado overbooking. Por
ejemplo, en el estudio [TT14b] se muestra que la sola asignacion o desasignacion de
algunas méquinas virtuales a algunos pcpus, se logré una diferenciacion en la calidad
de servicio (QoS por sus siglas en inglés), lo que resulto en una variacion del nivel
de rendimiento dependiendo del nivel empleado de QoS.

En el trabajo [VTMT13], recogido en esta seccion, nuestro objetivo es mejorar
el emplazamiento intra-servidor mediante un sistema que seleccione qué cores de-
ben asignarse a cada VM, de modo que las interferencias entre VMs diferentes se
reduzcan. Obsérvese que actualmente este es un topico de investigacion relevante,
conocido como wecino ruidoso [VVB13]. Algunos ejemplos de esto son decidir qué
VMs pueden o no pueden ser asignadas proximas [DK14], o detectar la VM antago-
nista [ZTH*13]. Este es un problema multi-dimensional (pues las VMs no utilizan
solo tiempo de CPU, sino también memoria y red) resuelto cominmente mediante
heuristicas. Sin embargo, debido a la complejidad del problema, y debido de todas
las incertidumbres del sistema, como el estado futuro de los cores o las necesidades
futuras de las aplicaciones, hemos decidido emplear una aproximacién basada en

programacion logica difusa, de forma similar a como hicimos para el problema de
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control de admision [VTMT13], que hemos repasado en la seccion anterior. La idea
principal del nuevo planificador difuso consiste en considerar tanto del estado de los
cores (esto es, si el core es intensivo en cpu, memoria y/o red) como las necesidades
esperadas de la VM, y asi encontrar los cores con mayor afinidad a la VM entrante.

Los resultados experimentales demuestran que este sistema reduce las interfe-
rencias entre VMs. Gracias a esto, las aplicaciones pueden mantener su rendimiento
todo el tiempo, lo que resulta en un rendimiento global mas predecible y fiable. Esto,
a su vez, permite a los operadores del centro de datos incrementar sus ingresos y

hacer un uso mas eficiente de sus recursos.

5.4.1. Motivacion

Actualmente el nimero de centros de datos, asi como la cantidad de energia que
consumen, esté creciendo a gran velocidad. Resulta significativo que, para 2020, el
consumo acumulado de energia de los centros de datos consistird en aproximada-
mente el 8 % de la energia mundialmente consumida [GCWK12]. Sin embargo, como
hemos destacado, los recursos de los centros de datos cloud no estan siendo emplea-
dos de modo eficiente. Los ratios de utilizacion reportados estan por debajo de la
mitad de la capacidad total disponible [RTGT 12|, lo que lleva no s6lo a un impor-
tante desperdicio de energia, sino también a pérdidas de ingresos del lado de los
proveedores. El problema de la utilizacion deriva principalmente de las dificultades
en la planificacion de la capacidad cuando se desconoce el nimero de recursos reque-
ridos por los usuarios en el futuro. Si se sobreestima esta cantidad, el uso de recursos
de los centros de datos serd demasiado bajo, lo que, en consecuencia, impactaré en
los beneficios del proveedor cloud. Por el contrario, si se subestima esta cantidad
puede llevar a la degradacion del rendimiento e, incluso, colisiones, lo que implica
el pago de penalizaciones y el abandono del servicio por parte de los usuarios. Por
tanto, los proveedores cloud son (en su mayoria) conservadores en lo que respecta a
asegurar el rendimiento de las aplicaciones.

Una vez tomada la decision de aceptacion de la VM, el siguiente paso consiste
en decidir donde ubicarla mediante el estudio de la idoneidad de cada nodo fisico.
Anteriores aproximaciones a este problema se basaban bien en el planificador kvim
para compartir la cpu fisica entre las VMs [TT14a], o bien en el uso de la funcio-
nalidad de pinning de kv para proveer cierto aislamiento entre VMs, pero sblo
para propositos de diferenciacion de QoS [TT14b]|. A consecuencia de ello, algunas

VMs podian interferir con otras, lo que tenfa un impacto en el rendimiento global
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Figura 5.24: Esquema del overbooking

conocido como problema del vecino ruidoso [VVB13].

Ha habido muchos intentos en la literatura de atajar este problema, pero ninguno
de ellos ha proporcionado una solucién completa desde las peticiones de usuarios a
la ubicacion y co-locacion de las VMs. Por ejemplo, He et al. [HGGG12| presentan
un modelo probabilistico multivariable basado en reglas de (anti)afinidad entre VMs
para evitar repetir una combinacion que diera mal rendimiento. De forma similar,
Meng et al. [MIK*10] proponen una aproximacién conjunta de provision de VM
basada en estimaciones de los requisitos agregados de las VMs, que ubica y con-
solida VMs. Sin embargo, estos trabajos consideran tnicamente el uso de CPU y
asumen prediciones precisas respecto a la carga de trabajo futura. Otro ejemplo que
emplea métodos de control adaptativos para detectar y resolver malas co-locaciones
corresponde al trabajo de Zhang et al. [ZTH"13|. Estos autores usan la métrica de
rendimiento CPI para detectar comportamientos anémalos y la aplicacion que con
mas probabilidad los esté ocasionando, y a partir de ahi realizan migraciones para

resolver el problema cuando sea posible.

En este trabajo nos centramos en evitar interferencias entre VMs co-locadas, esto
es, en como ubicar las VMs dentro de los servidores de forma que sus rendimientos
reciban el menor impacto posible. Para ello, hemos propuesto un planificador asistido
por un sistema logico difuso que tiene en cuenta las afinidades, y lo hemos incorpo-
rado al marco descrito en [TT14al, detallado conceptualmente en la Figura 5.24. En
consecuencia, este marco consta actualmente de: (1) un modulo difuso de control de
admision (AC) basado en riesgo, descrito en la Seccion 5.3, que evalaa el riesgo de
aceptar una nueva VM en el sistema, y que ha sido presentado en [VITMT13, TT13a],
y que, ademas, reajusta auténomamente el nivel aceptable de riesgo sobre el tiempo

mediante el uso de un conjunto distribuido de controladores PID [TT14a[; (2) una
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base de conocimiento (KOB) a cargo de monitorizar el estado del sistema y de las
VMs; y (3) el nuevo planificador asistido por logica difusa consciente de afinidades
(AaFS) a cargo de asignar cores fisicos a las VMs aceptadas. Como el sistema se
ha disenado con propdsitos de overbooking, necesita encontrar buenos VM vecinos
para compartir el pcpu cuando no haya suficientes pcpus disponibles. Para este fin,
los cores son clasificados de manera continua dependiendo de su comportamiento
reciente (con respecto al uso de cpu, memoria y red). Entonces, el modulo difuso
busca (un grupo de) cores con un nivel de afinidad suficientemente alto para la VM
entrante, y finalmente mapea la VM al pcpu propuesto.

Notese que tanto el AC como el AaFS emplean la informaciéon proporcionada
por KOB, ya sea para evaluar el impacto de aceptar nuevas peticiones como para
clasificar y medir las afinidades entre VMs y cores. A continuacién explicamos cémo

se calculan estas clasificaciones y afinidades difusas.

5.4.2. Solucién basada en MALP

Nuestra solucién basada en MALP para el problema de la ubicacion consiste en un

sistema difuso que provee tres llamadas:

= [nitialize: Mediante esta llamada el usuario establece el ntimero de cores y
la distancia entre ellos. S6lo se requiere el uso de esta llamada una vez para

inicializar las principales propiedades del sistema.

» Actualize: Por medio de esta llamada, el usuario introduce los datos actua-
lizados sobre el uso de recursos de cada core. Puede realizarse esta llamada
tantas veces como sea necesario, y tan pronto como se reciban nuevos datos

del monitor.

= Assign: Esta llamada es la parte central del sistema, pues responde con el core

o grupo de cores mas adecuados para la ubicacién de una maquina virtual.

Antes de continuar, realizamos aqui algunas consideraciones necesarias. En el siste-
ma, un core se define por un ntimero. El namero total de cores es un parametro de la
llamada initialize. Con objeto de producir respuestas fiables en las sucesivas llama-
das a assign, es fundamental la nocion de distancia entre cores. Grosso modo, este
concepto indica el coste en términos de tiempo que conlleva la comunicacién entre
cada par de cores. La distancia es uno de los paramertos de la llamada initialize;

en particular, el usuario proporciona un fichero (o ruta) de un programa PROLOG
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que define el predicado distance/3 (esto es, distance(Cy, C3, n), donde Cy y
C5 son cores y n es la distancia entre ellos). El programa PROLOG que indica estas
distancias puede ser tan simple como una lista de hechos distance, o tan complejo
como un programa que calcula distancias basandose en los nimeros de cada core. En
concreto, nuestro sistema contiene 32 cores en 4 grupos de 8 cores. La distancia entre
cores del mismo grupo es de 10, mientras que la distancia entre cores de distintos
grupos es 16. Otra forma de contemplar esta situacion es que el coste, en términos de
tiempo, de comunicar cores de diferentes grupos se toma como un 60 % superior al
de comunicar cores del mismo grupo. El motivo de esta diferencia tiene que ver con
detalles de la implementacion fisica, como la disposicion de los bancos de memoria

o la arquitectura del sistema.

La llamada a actualize incluye un tnico pardmetro, que es la ruta del fichero
que incluye los nuevos datos. Este fichero indica en texto plano la utilizacién de
recursos de todos los cores del sistema en forma de tabla. La primera linea del fichero
es CoreName NodeName CPUUsage MemUsage NetUsage TimeStamp, de forma que
cada uno de estos términos corresponde a una columna de la tabla. Cada linea
del fichero indica, en este orden, un core (identificado por un ntimero), un namero
de nodo, el uso de CPU, de memoria y de red, y el sello de tiempo (time stamp)
correspondiente a esos usos. Una vez nuestro sistema lee esta informacion, pasa a
actualizar su base de datos interna. Concretamente, el sistema mantiene informaciéon
sobre la intensidad en el uso de un recurso (CPU, memoria y red) asi como su
“burstiness”, término que puede traducirse libremente como “explosividad”, y que se

refiere a la variabilidad en el uso de un recurso en breves periodos de tiempo.

El valor para la intensidad de cada recurso corresponde a una media movil (donde
el nimero de valores tenidos en consideracion se especifica como un parametro de la
llamada initialize), ya que esta es una medida estable para lo que se entiende que
es una nocioén estable. De hecho, la intensidad en el uso de un recurso deberia ser el
valor més predecible de un core. La irregularidad en el uso de un recurso, por otro
lado, esta relacionada con la nocién de burstiness mencionada anteriormente. Este
valor se computa también como una media moévil, en este caso de la diferencia entre
el uso efectivamente medido y la intensidad (computada previamente). También
es necesario el uso de una media movil para la burstiness porque esta nocién se
considera una caracteristica de un core, dada por el tipo de maquinas virtuales
alojadas en él, de modo que usamos la media movil para mantener esta caracteristica

estable a lo largo del tiempo.
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Mediante la llamada a actualize, los predicados difusos cpulntensive, memln-
tensive, netIntensive, cpuBursty, memBursty y netBursty proporcionan informaciéon
actualizada sobre la intensidad y burstiness de cada recurso y core. Mas adelante,
estos predicados son usados en el calculo de los cores mas adecuados para alojar las
nuevas maquinas virtuales.

Las llamadas anteriores, initialize y actualize, sirven al proposito de establecer
los valores en la base de datos del sistema. Sin embargo, la llamada fundamental es
assign, para la cual se han proporcionado tres versiones (assign, assign2 y assigns3).
Esta llamada esté disenada para devolver un grupo de cores y su idoneidad, en térmi-
nos de grados de verdad. La maquina virtual a ser ubicada se pasa como parametro
de esta llamada en forma de un término MALP vm/3, donde cada término es una
lista de utilizacion prevista de recursos (donde dichos recursos son CPU, memoria y
red) en un periodo de tiempo. Otros parametros para assign (todas sus versiones)
son el namero de cores a asignar y la lista de cores descartados. Con este ultimo
parametro se pretende implementar tres estiandares de servicio para maquinas vir-
tuales, esto es, algunas maquinas virtuales podran ejecutarse en cores exclusivos que
estaran vedados a otras maquinas virtuales, de manera que se mejora el rendimiento
de los primeros. Esta implementacion es lo bastante flexible como para tratar con
multiples clases de privilegios para maquinas virtuales.

A continuacion yuxtaponemos los tres predicados para cada version de assign

con objeto de compararlos.

assign (Vm, Nc, Dc, Distance, Group).
assign2(Vm, Nc, Dc, Threshold, Group).
assign3(Vm, Nc, Dc, Threshold, Group).

Ya hemos detallado el significado de los parametros comunes a las tres versiones,
que son Vm (Mdquina virtual), Nc (Numero de cores) and Dc (Cores descartados).
También es comun el dltimo pardmetro, Group. En él se devuelve el grupo de cores
—en forma de una lista de ntimeros— que el sistema considera mas adecuado como
respuesta a la llamada. Considérese, por ultimo, el parametro anterior a éste. En
la primera version de assign, este parametro (Distance) se usa como un limite
—dado por el usuario— para la suma de distancias entre los cores de la solucion. El
sistema emplea este limite para cortar ramas en el arbol de busqueda tan pronto
como los cores considerados en ellas se hallen demasiado separados para que se les

pueda considerar una buena solucién.
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Figura 5.25: Grado de verdad del agregador over

Aun siendo tutil este parametro, también se pueden considerar otras opciones
para elegir un buen grupo. Por ejemplo, es posible que un grupo ligeramente por
encima del limite de distancia sea més adecuado que todos los grupos por debajo de
él (ya sea esto porque incluye los cores mas libres de cada cluster o por cualquier otra
razon). Para contemplar esta posibilidad se han introducido las versiones segunda
y tercera de esta llamada. Ambas aceptan, en lugar del parametro Distance, un
parametro Threshold donde el usuario indica un umbral para el grado de verdad
de la solucion. Este umbral es un grado de verdad usado por el sistema para cortar
ramas en cuanto su idoneidad caiga por debajo de él. Ambas llamadas otorgan a

este parametro el mismo significado.

La tunica diferencia entre assign2 y assignd es el modo en que buscan la solu-
cion. Mientras que assign2 devuelve el primer grupo por encima del umbral —esto
es, emplea el umbral como un limite de la idoneidad—, assignd conserva la intencién
de la primera version de ofrecer el grupo de cores globalmente més adecuado, y uti-
liza el umbral para ganar eficiencia (del mismo modo que se empleaba el pardmetro
distance). Notese que assign2 es la llamada méas rapida y, si bien no devuelve ne-
cesariamente la mejor solucion, responde con un grupo considerado “suficientemente
bueno”. Por otra parte, assign y assign3 procuran devolver la mejor solucién posible
buscando entre un gran nimero de ellas, empleando criterios distintos para cortar

ramas (uno emplea la suma de las distancias y el otro, el umbral de idoneidad).

Obsérvese que estas llamadas son puramente difusas, puesto que la respuesta
(el grupo) se acompania de un grado de verdad. Internamente también son im-

plementadas en términos de otros predicados difusos. Particularmente, los predi-
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cados trygroup (para la version basada en distancias) y trygroupThr (para la
version basada en umbralizacion sobre el grado de verdad), se basan ambos en
suitability0fGroup, que se satisface si un grupo es adecuado, lo que es nueva-
mente una nociéon difusa de satisfaccion. Este predicado llama a los previamente
mencionados cpulntensive, memlIntensive, netlntensive, cpuBursty, memBursty y
netBursty (que, por mor de la brevedad, llamamos de ahora en adelante ci, mi, ni,
cb, mb y nb, respectivamente) del siguiente modo:

suitabilityO f Group(vm, gr) < —
&prod(
Qpot(ci(vm) Qoyer ci(gr)) &iuka
Qpot (ni(vm) Qouer ni(gr)) &iuka
Query (Qnot(mi(vm) Quyer mi(gr)))

’

@0t (Qguer(ci(vm), cb(vm)) Qover Qauer(ci(gr),cb(gr))) &godel

@0t (Qguer (ni(vm), nb(vm)) Qover Qqver(ni(gr), nb(gr))) &gode

Query(Qnot (Qauer (mi(vm), mb(vm)) Qoper Qguer(mi(gr), mb(gr))))
)

La expresion anterior se puede analizar dividiéndola en dos partes. La primera trata
uinicamente con la intensidad. Para cada recurso, se computa la intensidad en su
uso por parte de la maquina virtual y del grupo de cores, y se combinan ambas
mediante la conectiva over, que describimos méas adelante. Obsérvese también que,
dado que la memoria es un recurso especialmente sensible, modulamos su valor
mediante el agregador very (lo cual implica que requerimos mayores valores para la
memoria que para otros recursos). Los grados de verdad tomados en esta parte de
la formula se combinan con la conjuncién de Lukasiewicz, una conjunciéon pesimista
para asegurar la estabilidad del sistema. La segunda parte de suitabilitiOfGroup
trata el burstiness del grupo. Realizamos una media aritmética del burstiness y de la
intensidad para obtener el peor escenario posible (donde coincide un pico en el uso
de un recurso tanto en la maquina virtual como en el grupo de cores) y continuamos
como en la primera parte. En esta parte se emplea la conjuncién de Gadel para
combinar los grados de verdad, pues esta conjuncién, que es mas optimista, deja un
poco de espacio a la colision de picos, pues esto no se considera una amenaza grave
para el sistema. Finalmente, el resultado de ambas partes se combian mediante la
conjuncién del Producto, una conjuncién intermedia —realista— para obtener el grado
de verdad final del predicado.
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Con respecto al agregador over, éste esta conectado con la nocion de sobrecarga.
De hecho, la expresion £@,,,.,-y, donde x es la intensidad en el uso de un recurso por
parte de la méaquina virtual, e y es la intensidad en el uso de ese recurso por parte
de un core, se interpreta como 0 si el core tiene espacio suficiente para la maquina
virtual. De otro modo, la expresion devuelve un valor tan grande como grave sea
la sobrecarga (potencialmente 1 si el core esta al limite de capacidad y la maquina
virtual pide todos los recursos). La Figura 5.25 representa el uso de este agregador
con tres maquinas virtuales y tres cores.

En el siguiente apartado hacemos uso de la aplicaciéon que hemos detallado,
e ilustramos los resultados experimentales que confirman las ventajas de usar un

sistema logico difuso.

5.4.3. Experimentos

Presentamos aqui los experimentos realizados para evaluar nuestra propuesta de un
planificador difuso basado en afinidad en un entorno con overbooking junto con el
moédulo presentado en la seccidon anterior. En primer lugar describimos el conjunto
de tests y la carga de trabajo empleada. A continuacion, evaluamos mediante un
conjunto de experimentos el planificador propuesto con respecto a la utilizacion

alcanzada y el rendimiento de las aplicaciones.

Banco de pruebas y carga de trabajo

Los experimentos se han realizado en dos maquinas. Una de ellas alberga las aplica-
ciones y la otra genera la carga de trabajo. Ambas estan conectadas con un ancho
de banda de 100 MB. La primera maquina es un servidor que consta de un total de
32 cores (AMD Opteron™ 6272 a 2.1 GHz) y 56 GB de memoria, donde las aplica-
ciones se despliegan dentro de méquinas virtuales. La otra méaquina es un ordenador
de 4 nticleos (Intel Core™ i5 processor a 3.4 GHz) con 16 GB de memoria.

Los diferentes tipos de VMs se mezclan con objeto de generar una carga de tra-
bajo representativa en cloud [RTGT12|. En estos experimentos hay dos maquinas
virtuales grandes (8 cores, 14GM RAM cada una) ejecutando aplicaciones inter-
activas por un largo periodo de tiempo (en este caso, todo el experimento). Para
esto se han usado dos benchmarks populares en cloud: RUBiS y RUBBoS. RUBIiS
[RUB27b] es una web de subastas modelado tomando como modelo a eBay, mientras
que RUBBoS [RUB27a] es un tablon de anuncios modelado a partir de Slashdot. La
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Figura 5.26: Cargas de trabajo para aplicaciones interactivas (VMs de larga vida)

carga de trabajo de estas aplicaciones es un nimero de consultas recibidas en fun-
cion del tiempo, generadas usando informacion extraida de las trazas de Wikipedia
[Pag27], pero seleccionando dos dias diferentes y modificando la carga original de
12 horas para RUBIS para crear tendencias y picos distintos (véase la Figura 5.26).
Esto genera patrones de uso diario variados. Las consultas son generadas mediante
la herramienta httpmon7.

Por otro lado, también generamos VMs ejecutando aplicaciones no interactivas.
Este tipo de aplicaciones tiene, tipicamente, una vida relativamente corta y no son
periddicas. Por ejemplo, VMs ejecutando tareas computacionales con unos requisitos
muy heterogéneos y variantes en el tiempo [TT13b]. Estas VMs ejecutan numero-
sos shell scripts para generar burstiness en las diferentes dimensiones de capacidad
(CPU, memoria o red). Adicionalmente, para obtener medidas de rendimiento de
este tipo de aplicaciones, hemos empleado una aplicacién que resuelve sudokus de
forma continua 8 y devuelve el tiempo de procesamiento alcanzado sobre el tiempo
—debiendo completar un nimero determinado antes del tiempo limite. El patron de
llegada de estas VMs de vida corta se genera mediante una distribucién de Poisson
con A = 20 segundos.

Evaluacion

Con la carga de trabajo explicada anteriormente, el objetivo aqui consiste en medir
el comportamiento de las aplicaciones interactivas (esto es, su tiempo de respuesta
en cada intervalo) cuando otras VMs son ubicadas junto a ellas, asi como conocer en

qué medida la planificacion propuesta reduce las interferencias entre ellas. Aqui nos

"https://github.com /cloud-control /httpmon
8http://norvig.com/sudoku.html
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Figura 5.27: Rendimiento de RUBiS VM a lo largo del tiempo

centramos en las aplicaciones interactivas, puesto que éstas son las méas afectadas por
otras aplicaciones. Estas aplicaciones deben mantener su rendimiento todo el tiempo,
al contrario que las aplicaciones intensivas en computacion que, generalmente, no
sufren en tanta medida los efectos de no disponer del maximo poder de computaciéon

unos pocos segundos, en tanto que terminen a tiempo.

Comparamos dos escenarios distintos: (1) El planificador kv estdndar, donde,
por defecto, las VMs (vcpus) no estan asignadas a cores especificos (pcpus) y kvm
esta a cargo de decidir, dindAmicamente, qué vepu tendra acceso a qué pcpu a lo largo
del tiempo. Esto se muestra con y sin overbooking (los correspondientes pies de figura
son “No-Over KVM” y “Over KVM” en las siguientes figuras, respectivamente); y
(2) nuestro planificador difuso basado en afinidad (con el pie de figura “AaFS”).

La Figura 5.27 ilustra tanto los tiempos de respuesta (medios y el percentil 95 %)

para el servicio RUBIS con la carga de trabajo de Wikipedia, como la utilizacién
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del auténtico servidor respecto al tiempo —noétese que el servidor esté totalmente re-
servado desde el punto de vista de la capacidad nominal. Las Figuras 5.27a y 5.27b
muestran el resultado de emplear el planificador kvin por defecto, tanto con overboo-
king como sin él, respectivamente. La Figura 5.27c muestra los resultados obtenidos
por el planificador basado en afinidad propuesto. En los tres escenarios, la aplica-
cion RUBIS se comporta como debe (manteniendo tiempos de respuesta por debajo
de un segundo). Las principales diferencias se basan en si se aplica overbooking
(Over-KVM y AaFS) o no (No-Over-KVM). Gracias al overbooking la utilizacion
de recursos crece de un 50 % a un 75 %, pero a expensas de sufrir mayores tiempos

de respuesta.

No observamos grandes diferencias entre las figuras correspondientes a los esce-
narios con overbooking (5.27ay 5.27b). Ambas presentan tiempos de respuesta acep-
tables todo el tiempo. De hecho, los valores medios obtenidos de ellas son bastante
similares: las medias de los tiempos de respuesta medios son 78 y 84 ms, respec-
tivamente; y las medias para el percentil 95 % son 152 y 177 ms, respectivamente.
Las diferencias principales entre ambos escenarios radica en que AaFS presenta unos
tiempos de respuesta ligeramente méas planos respecto al tiempo, lo que significa que
algunos de los cores sufrieron algo més de overbooking cuando hubo menos usuarios,
y menos overbooking cuando la carga de trabajo era mayor. Esto permite a otras

VMs ubicadas junto a ella mantener su rendimiento, como vemos en la Figura 5.28c.

En la Figura 5.28 se muestra la misma informacion que en la Figura 5.27 pero, en
este caso, para la aplicacion RUBBoS. Esta aplicacién presenta un comportamiento
menos lineal con respecto al nimero de peticiones, lo que la expone més a las inter-
ferencias de co-ubicacion. Como antes, los tiempos de respuesta son realmente bajos
para el escenario sin overbooking (Figura 5.28a), pero esto lleva a ratios de utiliza-
cién bastante bajos. Al comparar los escenarios donde se ha realizado overbooking
(Figuras 5.28b y 5.28¢), destaca el hecho de que el planificador KVM por defecto no
es capaz de manejar satisfactoriamente todas las VMs. Esto lleva a la degradacién
de rendimiento de algunas aplicaciones, espcialmente aquellas con mayor tendencia
a ser afectadas por acciones de overbooking. En este caso, la maquina virtual de
RUBBoS, cuyo tiempo de respuesta sobrepasa claramente el limite de un segundo
establecido para esta aplicacion, coincide con el pico de peticiones de usuarios (de
1000 a 1400).

En contraste, con nuestra propuesta (Figura 5.28c), el planificador es capaz de

encontrar buenos vecinos a lo largo del tiempo tanto para RUBiS como para RUB-
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Figura 5.28: Rendimiento de RUBBoS VM a lo largo del tiempo

BoS. Esto conlleva a un uso compartido de las cpus fisicas més eficiente, lo cual, a su
vez, permite a la VM RUBBoS proporcionar el rendimiento deseado todo el tiempo.
Ademaés de ello, los valores globales obtenidos para los tiempos de respuesta también
mejoran los obtenidos por Over-KVM. Los tiempos de respuesta medios se reducen

de 363 ms a so6lo 55 ms, asi como el percentil 95 % decrece de 526 ms a 141 ms.

5.5. Conclusiones

En este capitulo hemos mostrado cuatro aplicaciones diferentes en las que hemos
propuesto soluciones basadas en la programacion logica difusa multi-adjunta.

En primer lugar, recuérdese que XPath fue disefiado como un lenguaje de con-
sulta para texto XML donde el camino del arbol subyacente en un documento XML
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se usa para describir la consulta (nodos subsiguientes en las expresiones XPath se
separan por una barra ¢/’ o una barra doble ¢//’, siendo este ultimo caso tutil
para sobrepasar varios nodos). Mas atn, las expresiones XPath se pueden adornar
con condiciones booleanas (entre corchetes ¢ []?) en nodos y hojas para restringir
el nimero de respuestas dee la consulta. Por ejemplo, hemos usado la herramien-
tan de XPath online http://www.xpathtester.com/test para ejecutar la consulta
“//node[goal="top’]/substitution” contra el fichero XML mostrado en la Figu-
ra 5.29, generada por FLOPER al producir el arbol de demostraciéon de la Figura
5.15, devolviendo asi como salida el nuevo documento XML mostrado en la Figura
5.30. Como se ilustra en la Figura 5.29, véase que los ficheros XML que representan
arboles de demostracién exportados por FLOPER siempre tienen como raiz la eti-
queta node, cuyos hijos se basan en cuatro tipos de ‘etiquetas’ (esta estructura se

anida tanto como sea necesario):

= rule, que indica la regla del programa que se ha evaluado para alcanzar el

nodo actual (la regla virtual RO indica s6lo el primer nodo),

= goal, que contiene la expresion MALP que esta siendo evaluada, esto es, la
formula que el sistema esta tratando de demostrar en ese momento. Notese
que cuando dicho valor es top se ha alcanzado un modelo, en que los valores
asignados a los simbolos proposicionales de la formula se recogen en la siguiente

etiqueta,

= substitution, que acumula los enlaces de variables realizados a lo largo de
la derivacion logica difusa (esto es, la cadena de pasos computacionales a lo
largo de la rama del arbol de ejecucion) y cuyo significado revela el modo de
interpretar las proposiciones contenidas en la féormula para obtener sus modelos
(véase la Figura 5.30 donde se muestran en el documento XML nueve soluciones
con esta etiqueta, indicando cada uno los valores de verdad para las variables

proposicionales que satisfacen la férmula con el mayor grado de verdad), y

= children, que contiene el conjunto de nodos subyacentes en el d4rbol de modo

anidado.

Como acabamos de mostrar, el uso combinado de la programacion logica difusa
junto con el lenguaje estdndar XPath para la obtencion de datos XML, admite
una retroalimentacion interesante aplicable a la biisqueda automatica de modelos

de formulas difusas para las que planeamos introducir capacidades nuevas mediante
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<node>
<rule>R0</rule>
<goal>or_godel (i(P),1(Q))</goal>
<substitution>{}</substitution>
<children>
<node>
<rule>R1</rule>
<goal>or_godel (bottom,i(Q))</goal>
<substitution>{P/bottom}</substitution>
<children>
<node>
<rule>R1</rule>
<goal>or_godel(bottom,bottom)</goal>
<substitution>
{Q/bottom,P/bottom}</substitution>
<children>

</children>
</node>

Figura 5.29: Parte del fichero XML que representa el arbol de ejecuciéon mostrado

en la Figura 5.15.

el uso de los recursos flexibles de nuestro sistema FuzzyXPATH desarrollado con
FLOPER.

En particular, en la Seccion 5.1 detallamos los beneficios mutuos entre diferentes
herramientas difusas desarrolladas en nuestro grupo de investigacion, siendo éstas
el entorno de programacion FLOPER vy el intérprete de FuzzyXPATH (disponible
enhttp://dectau.uclm.es/fuzzyXPath). Recuérdese que, inicialmente, FLOPER
fue concebido como una herramienta para implementar aplicaciones software flexi-
bles —como es el caso de FuzzyXPATH- codificadas en el lenguaje MALP. Asi, esta
herramienta ofrece opciones para compilar reglas difusas a clausulas estandar, eje-
cutar objetivos y dibujar arboles de ejecucion. Dichos arboles, una vez modelados

en formato XML por la propia herramienta FLOPER, se pueden analizar con el
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<root>
<substitution>{Q/top,P/bottom}</substitution>
<substitution>{Q/top,P/alpha}</substitution>
<substitution>{Q/top,P/beta}</substitution>
<substitution>{Q/top,P/gamma}</substitution>
<substitution>{Q/bottom,P/top}</substitution>
<substitution>{Q/alpha,P/top}</substitution>
<substitution>{Q/beta,P/top}</substitution>
<substitution>{Q/gamma,P/top}</substitution>
<substitution>{Q/top,P/top}</substitution>

</root>

Figura 5.30: XML file obtained after evaluating a XPath query.

intérprete FUzZyXPATH para descubrir detalles (tales como las respuestas compu-
tadas, la posible infinitud de las ramas, etc.) del comportamiento computacional de
los programas MALP al ser ejecutados en FLOPER. En este sentido, planeamos
incluir una opcién dentro del mend de FLOPER para permitir la depuracién de

tareas basado en FuzzyXPATH. Este desarrollo fue descrito en primera instancia en
[ALMV13, ALMV14].

En este capitulo hemos abordado también dos problemas diferentes pero relacio-
nados relativos a la demostracion automéatica de férmulas difusas proposicionales.
En particular, mientras que se ha usado un resolvedor SMT para chequear la satisfa-
cibilidad, se ha introducido una técnica alternativa basada en la programacion logica
difusa para hallar en conjunto completo de interpretaciones que son modelos para
una formula dada [BMVV15, BMVV13]. En el futuro planeamos introducir mejoras
en ambos métodos, con respecto al conjunto de grados de verdad recolectados en el
reticulo usado para interpretar una féormula dada. En el caso de SMT, planeamos
investigar como tratar con reticulos equipados con relaciones de orden parcial entre
sus elementos, mientras que para el método basado en programacion logica difusa,
trataremos de disenar una técnica més flexible que el usado en esta seccion (basada
en considerar solo unos pocos grados de verdad del espacio infinito) para tratar con
reticulos infinitos. En este sentido, algunas reglas de parada y cortes de rama pue-
den ser necesarios (tal vez a través de cortes alfa) o incluso podria ser interesante

estudiar como obtener todos los modelos de una férmula mediante una restriccion
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(como x 4+ y = 1 para el ejemplo dado en la Introduccion sobre el chip analdgico) o

un conjunto de restricciones.

Como se ha mostrado formalmente en la Subseccién 5.2.2; el nimero de in-
terpretaciones crece exponencialmente con respecto al conjunto de proposiciones y
conectivas incluidos en una férmula difusa. Por ello, conforme se evaltan féormulas
més grandes, se hace mas dificil comprobar una a una todas las soluciones del &r-
bol de ejecucion correspondiente. Por ello, en el trabajo [ABL™15] posterior, hemos
integrado este trabajo con el que recogemos en la Seccion 5.1 previo, de modo que
la exploracion de los arboles de prueba SMT se pueda realizar automaticamente
mediante Fuzzy XPATH.

Finalmente, hemos abordado un interesante trabajo en el area de computaciéon
cloud para dar respuesta a los problemas de la evaluacion del riesgo en un entorno de
overbooking [VITMT13], y la ubicacién de maquinas virtuales en la infraestructura
cloud [VMTT15].

Las técnicas de control de admisiéon que aplican overbooking son soluciones pro-
metedoras para el bajo uso de recursos en los data center, un problema que surge de
la naturaleza elastica de las aplicaciones cloud. Sin embargo, este overbooking pue-
de llevar a degradaciones del rendimiento si no se planifica cuidadosamente. Hemos
propuesto un control de admisién que basa su decisiéon de aceptacién o rechazo en
la informacion sobre el riesgo que se toma. Un motor logico difuso provee la infor-
macién que permite al control de admision estimar el riesgo a largo plazo de aceptar
una solicitud entrante. Dicha valoracién del riesgo es una combinacion de diversos
parametros de acuerdo a la relacién entre la capacidad disponible y la solicitada, asi
como los picos de rendimiento surgidos cuando la capacidad se excede, proveyendo
diferentes grados de riesgo que llevan a decisiones mas (o menos) agresivas respecto

a la aceptacion del trabajo.

La evaluacién de esta técnica muestra mejoras significativas en la utilizacion de
recursos obtenida por nuestros métodos de control de admision difusos. Incluso para
las estimaciones mas optimistas, los recursos disponibles se agotan tan poco como
un 0.84 % del tiempo, mientras que la utilizacién se incrementa por un 138 %. Asi,
nuestros métodos difusos son una aproximacion prometedora para ayudar al control
de admisién a evaluar los riesgos asociados con aceptar un nuevo servicio.

En el futuro, este trabajo se puede extender teniendo en cuenta para la valoracion
del riesgo la informacion SLA. Dicha extension podria especificar diferentes costes

dependiendo del riesgo tomado o usando valores diferentes de riesgo dependiendo de



5.5. Conclusiones 211

la penalizaciéon a pagar en caso de violacion SLA, por ejemplo, cuanto mayor sea la
penalizacién, mas pesimista deberia ser el control de admision.

El segundo desarrollo en el ambito cloud que hemos realizado sigue avanzando
por la via de mejorar la utilizaciéon de recursos en los centros de datos. Mas all& del
disenio de un mecanismo de control de admisién —como el realizado en la Seccion
5.3— es esencial establecer un criterio para ubicar las maquinas virtuales aceptadas
en el sistema, especialmente en entornos con overbooking.

Para resolver este problema, proponemos un modelo basado en programacién
logica difusa que evalia y clasifica los cores del servidor de acuerdo a su intensidad
e irregularidad en el uso de recursos, lo que mas adelante permite determinar cual
de ellos es mas afin a la maquina virtual que debe ser alojada. Este método permite
reducir las interferencias entre las maquinas virtuales y, por tanto, el rendimiento
del sistema es mas estable en el tiempo. De este modo, nuestra solucién permite a
los operadores cloud mejorar el uso de sus infraestructuras proporcionando atin asi
el rendimiento necesario a las aplicaciones.

Para el futuro préoximo nos planteamos mejorar la herramienta incorporando el
uso de las similaridades, esto es, pasando del lenguaje MALP al lenguaje FASILL
[IMPV15] (esta capacidad, por ejemplo, podria ser tutil para establecer la existen-
cia de maquinas virtuales o cores con caracteristicas similares y aliviar el calculo).
Ademas, actualmente estamos trabajando en la recogida de informacion en el rendi-
miento de la infraestructura cloud como valor de retroalimentacion para mejorar el

funcionamiento del modulo difuso.
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Capitulo 6

El Lenguaje FASILL

Como se vio en el Capitulo 1, el area de investigacion de la Programacion Ldgica
Difusa esta dedicada a la introduccion de conceptos de la ldgica difusa en la progra-
macion logica para tratar explicitamente la vaguedad y la incertidumbre. A lo largo
de las tres ultimas décadas, esta area ha producido una amplia variedad de dialectos
de PROLOG. Estos lenguajes, llamados lenguajes ldgicos difusos, se pueden clasificar
(entre otros criterios) de acuerdo al modo de difuminar los mecanismos originales
de unificaciéon o resolucion. Asi, mientras que algunas aproximaciones introducen la
nocion de difuminacion mediante el uso de relaciones de similaridad en tiempo de
unificacion [FGS00, Arc02, Ses02], otras extienden el principio operacional (man-
teniendo la unificacion sintactica) para emplear una amplia variedad de conectivas
difusas y grados de verdad en las reglas, mas alla de los clasicos verdadero o falso
[KS92, MOV04, MCS11a].

Si bien a lo largo de esta tesis nos hemos centrado en la segunda linea de integra-
cion (como pone de relieve la preeminencia del lenguaje MALP en estas paginas),
en este capitulo cobra especial relevancia la primera linea, donde al algoritmo de
unificacion sintactica se le dota de la habilidad para manejar relaciones de similari-
dad /proximidad. Estas relacionan los elementos de un conjunto con un determinado
grado de aproximacion, debilitando la nocién de igualdad y, asi, permitiendo tratar
con informacién vaga, concretamente, aquella que hace referencia a entidades seman-
ticamente proximas. El trabajo relacionado con respecto a esta linea de integraciéon

se puede resumir como sigue:

= En primer lugar, los articulos pioneros [AFG96, FGS99, FGS00] y [AF02],

213



214 Capitulo 6. El Lenguaje FASILL

donde se desarroll6 por primera vez el concepto de unificacién por similaridad.
Obsérvese que en esta tesis compartimos sus objetivos si bien, al contrario que
nuestra propuesta, en esos articulos se utilizan las nociones exéticas de nubes,
sistemas de nubes y operadores de clausura en la definiciéon del algoritmo de
unificacion, que pueden hacer peligrar la eficiencia de la seméantica operacional
derivada.

= Mas proximo a nuestra propuesta es el trabajo presentado en [Ses02] por Ma-
ria Sessa. Alli se define una extensién del principio de SLD-resolucién que
incorpora un procedimiento de unificaciéon basado en similaridad, que es una
reformulacion del algoritmo de Martelli y Montanari [MM82]| donde los sim-
bolos unifican si son similares (en vez de si son sintacticamente idénticos). El
algoritmo resultante emplea una nocién generalizada del unificador mas gene-
ral que proporciona un valor numérico, que es tanto una medida del grado de
aproximacion como una nociéon graduada de consecuencia logica. La aproxi-

macion de Sessa puede considerarse nuestro punto de partida.

Desde un punto de vista practico, las aproximaciones basadas en similaridades han
producido tres implementaciones experimentales. El primer prototipo descrito en la
literatura es un intérprete en PROLOG del lenguaje LIKELOG (LIKEness in LOGic)
[AF99b| que emplea los conceptos previamente mencionados de nube y clausura
descritos en [AF02, AFG96, FGS00, FGS99]). El segundo, SiLog [LSS01], es un
intérprete escrito en Java basado en las ideas introducidas en [Ses02]. Ni LIKELOG ni
SiLog estan publicamente disponibles, lo que impide una evaluaciéon independiente
de estos sistemas. Por otra parte, Bousi~ProLoG [JR09b, JRG09a] es el primer
sistema de programacion logica difusa que es una verdadera extension de PROLOG
y no un simple intérprete capaz de ejecutar la SLD-resolucion débil. También es el
primer lenguaje de programacién légico difuso que propuso el uso de relaciones de
proximidad como una generalizacion de las relaciones de similaridad [JR09a]. Merece
la pena anadir que, para tratar con relaciones de proximidad, se ha desarrollado para
BoUSI~PROLOG una nueva base tedrica [JR11] y conceptual [RJ14].

Un marco relacionado es el de la Programacion Ldgica Cualificada (QLP por sus
siglas en inglés, Qualified Logic Programming), que deriva del de la Programacion
Légica Cuantitativa de van Emden [vVE86] y de la Programacion Ldgica Anotada
[KS92]. En QLP un programa se asocia a un dominio de cualificacion D, y sus reglas
se anotan con valores de cualificacion, lo que resulta en un marco paramétrico:
QLP(D). En [CRRO8| se introducen relaciones de similaridad en el marco QLP(D)
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mediante el uso de una aproximacion transformacional. El nuevo esquema QLP (D)
basado en similaridad, llamado SQLP(D), transforma una relacion de similaridad
en un conjunto de reglas QLP(D) capaces de emular la unificacion por similaridad.
En [RR08a, CRR14] se da un paso maés alla al integrar restricciones y relaciones de
proximidad en su esquema genérico, obteniendo un marco de programacion flexible
llamado SQCLP.

Para terminar esta introduccion, es importante remarcar que nuestro grupo de
investigacion ha estado envuelto tanto en el desarrollo de sistemas de programaciéon
l6gica basada en similaridades como en los que extienden el principio de resolucién,
como revela el disefio del lenguaje Bousi~ProLoOG! [JR09a, JR10b, RJ14], donde
las clausulas cohabitan con ecuaciones de similaridad/proximidad, y el desarrollo del
sistema FLOPER? que se ha descrito profusamente en el Capitulo 4.

Nuestra aproximacion de unificacion esta inspirada por [CRR14], pero en nuestro
marco admitimos un conjunto més amplio de conectivas en el cuerpo de las reglas
de programa.

En este capitulo empezamos mostrando, en la Secciéon 6.1, la sub-clase de los
T-programas MALP que emplean versiones de modelo y paso computacional més
sencillas que las de MALP. A continuacion, en la Seccién 6.2, introducimos una
ténica sencilla para mapear cualquier programa MALP a otro en esta sub-clase, eli-
minando asf la necesidad de usar pares adjuntos en la seméantica de MALP [MPV13].

Razonamos de manera similar en la Seccién 6.3 para construir la super-clase
X-MALP de programas logicos difusos méas alla de MALP, donde se abandona
definitivamente el uso de pares adjuntos en tanto que la semantica se basa en reticulos
mucho menos restringidos (reticulos completos) que los multi-adjuntos. Mas ain,
detallamos la semantica de punto fijo del nuevo marco en la Seccién 6.4. El lenguaje
X-MALP, que describimos por primera vez en [MPV14a], sirve como punto de
partida para introducir la nociéon de similaridad, produciendo un nuevo lenguaje
integrado denominado FASILL.

En las Secciones 6.5 y 6.6 de este capitulo detallamos e ilustramos la sintaxis y
la seméantica operacional, respectivamente, del lenguaje FASILL. Méas adelante, la
Seccion 6.7 trata la implementacion del lenguaje en el sistema FLOPER, de acuerdo
a como hicimos en [IMPV15, JMPV14]. En la Seccion 6.8 definimos la seméntica

Hay dos entornos de programacién de Bousi~Proroc disponibles en http://dectau.uclm.

es/bousi/.
2La herramienta se puede acceder libremente en el sitio web http://dectau.uclm.es/floper/,

y en http://dectau.uclm.es/floper/?q=sim/test pueden probarse sus funcionalidades on-line.
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Programa légico multi-adjunto:

) e q(XY) & (r(Y) [Ls(Y)) 5 0.8)
P=9q Rz2: {¢(a,Y)

P
w
—~

3
—

S

T 71

— O
~

L

Derivaciéon admisible:

(p( ); id) —as1 ™
(0.8 &p (g(X1,Y1) & (r(Y'1) L s(Y1))); {X/X1}) 527
(0.8 &p (0.9 &¢ (1(Y2) |1 s(Y2)));{X/a, X1/a,Y1/Y2}) —as2™8
(0.8 &p (0.9 &¢ (1 | s(Y2));{X/a,X1/a,Y1/b,Y2/b}) —as3
(0.8 &p (0.9 & (1 |1 0)); {X/a, X1/a,Y1/b,Y2/b})

Derivacion interpretativa:

0.8 &p (0.9 & (1 |1 0));{X/a}) —1s

(

(0.8 &p (0.9 &¢ 1);{X/a}) —rs

(0.8 &p 0.9;{X/a}) —1s

(0.72;{X/a}) — f.c.a. significa que p(X) es cierto con

grado de verdad 0.72 cuando X = a”.

Modelo minimo de Herbrand difuso:

Ip(p(a)) = 0.72, Ip(q(a, a)) = Ip(q(a,b)) = 0.9, Zp(r(b)) = 1.

Figura 6.1: Ejemplos ilustrativos de la sintaxis y semantica de MALP

declarativa del lenguaje FASILL. Concluimos el capitulo con Seccién 6.9 aportando

también ideas de trabajo futuro en este marco.

Para realizar comparaciones entre los distintos lenguajes presentados en este
capitulo, introducimos en la Figura 6.1 un ejemplo de programa MALP que cuenta
con tres reglas, dos de las cuales son hechos, y del que se aporta también su derivacion

admisible, interpretativa y su modelo minimo de Herbrand.
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6.1. Una sub-clase de MALP independiente de la ad-
juncioén

En adelante, empleando nuestra notacién de [MPV13], llamamos M al conjunto
de los programas MALP cuyas reglas se etiquetan siempre con el elemento T de
sus reticulos asociados. Hablamos, asi, de T-programas, T -reglas, etc. Para ejecutar
estos programas se puede concebir una seméntica operacional mas sencilla que la

descrita en la Seccion 3.2 (véase la Definicion 3.2.1).

Definicién 6.1.1 (T-paso admisible). Sea Q un objetivo, y o una sustitucion. El par
(Q;0) es un estado. Dado un T-programa P € M+, una T-computaciéon admisible

se formaliza como una sistema de transicion de estados cuya relacion de transicion,
AST . . .o ..
~> , es la menor relacion que satisface las siguientes T-reglas admisibles:

1) (QIAL: )28 (QA/B))8; 06) si 6 = mgu({H = AY), (He:B:;T) en P y B

no es vacia.

2) (Q[A];0>A«€>T<(Q[A/T])9;09) si 0 =mgu({H = A}), y (H+;; T) € P.

3) (QJA]; J)A«%T«Q[A/J_]); o) si no hay T-regla en P cuya cabeza unifique con

A (esta regla trata con posibles ramas de fallo).

Una T-derivacion admisible es una secuencia (Q; z‘d)A«S»T*<Q’; 6). Usaremos los sim-
bolos A%T, Aﬁ?j y A§§>T para distinguir entre pasos de computacion realizados por
la aplicacion de cada regla admisible especifica. Obsérvese que esta definicion (que
es muy proxima a la clasica de la SLD-resoluciéon usada en PROLOG) difiere de la
Definicion 3.2.1 tnicamente en la primera regla, en tanto que no hace uso de la
conjuncion &; adjunta a la implicacion <—; de las T-reglas.

El siguiente resultado establece que, en lo que respecta a los T-programas, las
derivaciones construidas con pasos admisibles (junto a los consiguientes pasos in-
terpretativos) dados por la Definicion 3.2.1, asi como aquellos basados en pasos T-
admisibles (e interpretativos) dados por la Definicién 6.1.1, llevan al mismo conjunto

de respuestas computadas difusas.

Teorema 6.1.2. Sea P € M+ un T-programa MALP con reticulo asociado L, Q
un objetivo, o una sustitucion y v € L. Entonces,

<Q;’Ld>—>AS cor =18 <’U;0’> S <Q7’Ld> ~ i —>g <’U;0’>
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Demostracion. Para demostrar este teorema, basta contemplar que los efectos pro-

ducidos por los pasos —a4g sobre un estado genérico de la forma (Q[A];0), son
1 AST . . C .
idénticos a los generados por pasos "~ y viceversa. Consideramos tres casos distin-

tos:

1) Si (H+;B;T) € P, donde B no es vacia y § = mgu({H = A}), entonces
(QLATs )+ as1 (QIA/T&iB))6s06) sii (Q[Als )™ (QIA/BIG: 06), ya que
T&;B = By, por tanto, (Q[A/T&;B])0 = (Q[A/B])8.

2) Si (H+;; T) € P, donde 6 = mgu({H = A}), entonces
(QLAJs0)—+as2 (QIA/ T o) sit ([T ) B (QL4/T1)0: 08).

3) Si no hay una T-regla en P cuya cabeza unifique con A entonces,
T
(QA; 0) s ((QLA/ L] o) siit (QA): o) 2 (Q[A/ L]);0).
O

Continuamos aportando aspectos de la semantica declarativa relacionados con T-

programas.

Definiciéon 6.1.3 (T-modelo). Una interpretacion I T -satisface (o es T-modelo
de) una T-regla (H<—; B; T) si, y solo si, Z(B) < Z(H). Una interpretacion L es T -
modelo de un T -programa P si, y sélo si, todas las T -reglas en P son T -satisfechas

por I.

Definicién 6.1.4 (T-modelo minimo difuso de Herbrand). Sea P € M+ un T-
programa MALP con reticulo asociado (L,<). La interpretacion I, = inf{Z; :
Z; es T-modelo de P} es el menor T-modelo de Herbrand difuso® de P.

En el siguiente resultado demostramos que la nocién de modelo minimo de Her-
brand difuso de un T-programa MALP dado es idéntico a su T-modelo minimo de
Herbrand difuso.

Teorema 6.1.5. El modelo minimo de Herbrand difuso de un T -programa MALP

P € M+ coincide con su T-modelo minimo de Herbrand difuso, esto es, Ip = I;.

Demostracion. Considérese una T-regla genérica R : (H«+;B;T) € P y una inter-

pretacion Z. Para demostrar que Z satisface R si y solo si T-satisface R, es suficiente

3A veces diremos tnicamente modelo minimo difuso o modelo minimo.
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T-programa légico multi-adjunto:

Ri: pX) <+ 08& (¢(X,Y) & (r(Y) | s(Y))
P =PMT ={ RLY: q(a,Y) « 09
Ry r(b —

T-derivacion admisible:

(p(X); id) ag1T™
TR}
(0.8 &p (¢(X1,Y1) &6 (r(Y1) |u s(Y1)): {X/X1}) A4
TRy
(0.8 &p (0.9 &g (r(Y2) | s(Y2); {X/a, X1 /a,Y1/Ya}) 32
(0.8 & (0.9 &g (1 |z s(Y2)): {X/a, X1 /a, Y1 /b, Ya/b}) A2
(0.8 &p (0.9 &g (1 |1 0)); {X/a, X1/a,Y1/b, Ya/b})

Figura 6.2: Ejemplos de los conceptos definidos en las Secciones 6.1 y 6.2

considerar que T < Z(H<;B) pasa a ser Z(T&;B) < Z(H) debido a la propiedad
adjunta. Asi, esa expresion se puede simplificar a Z(B) < Z(H) (puesto que, ob-
viamente, T&;v = v, para v € L), como querfamos. Asi, dado que el conjunto de
modelos para un T-programa P dado es el mismo que su conjunto de T-modelos, el
infimo de dicho conjunto es exactamente Zp = I; , lo que concluye esta demostra-
cion. |

Notese que, en las definiciones anteriores relacionadas con T-satisfactibilidad, T-
modelos y I;, no se requiere que el reticulo asociado al T-programa MALP sea
multi-adjunto (de hecho, ni tan siquiera se hace uso de los pares adjuntos). Ocurre de
igual modo en las definiciones de la nueva seméantica operacional para T-programas.
Por este motivo, en adelante podemos simplificar la sintaxis de las T-reglas elimi-
nando la etiqueta de sus simbolos de implicacion, asi como sus pesos (o grados de

verdad asociados), esto es, en lugar de (H<;55; T) escribiremos simplemente H<+B.

6.2. Mapeado de programas MALP a M+

La siguiente definicion representa un sencillo preprocesado sintactico por el que,

haciendo uso de pares adjuntos, se pueden transformar programas MALP a T-
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programas.

Definicion 6.2.1. Definimos una aplicacion que asocia a cada programa MALP P

un T -programa en M~ del siguiente modo:

PMT = {RMT : ReP}

donde para cada T-regla R : (H <; B;v) € P, la aplicacion se define como:

H<+—v&B if v#T

H <+ B otherwise

RMT =

En la Figura 6.2 ilustramos esta definiciéon asi como otros conceptos introducidos

previamente. Notese que:

= El T-programa P’ coincide con la transformacion del programa MALP P visto

en la Figura 6.1, esto es, P’ = PMT puesto que R} = R{VIT, R, = RQAT y
5 = RQAT. En este tltimo caso, tnicamente hemos tenido que eliminar el
peso de la regla (ya que éste es 1, es decir, el elemento supremo del reticulo

[0,1]) ¥ tanto Ry como R} son hechos en P y P’, respectivamente.

Por otra parte, obsérvese que incluso siendo Ry € P un hecho, R} € P’ no lo
es, dado que su cuerpo no es vacio (est4 compuesto tinicamente por un grado
de verdad). Por este motivo, mientras que el segundo paso admisible de la
derivacion admisible de la Figura 6.1 es del tipo — 452, €l equivalente segundo
T-paso admisible de la T derivaciéon admisible de la Figura 6.2 no es un paso
A§/2>T, sino A%T.

La secuencia de estados en la derivacién admisible de la Figura 6.1 coincide con
la secuencia de estados en la T-derivacion admisible de la Figura 6.2, y tras
aplicar exactamente la misma secuencia de pasos interpretativos de la Figura
6.1 (por este motivo la hemos omitido en la Figura 6.2), se alcanza la misma
respuesta computada difusa.

Obsérvese que aunque la nocién de T-modelo? es mas sencilla que la de modelo,
el T-modelo minimo de Herbrand difuso coincide con Zp en la Figura 6.1, como

queriamos.

4Recordemos que este concepto no hace uso de pares adjuntos ni pesos en las reglas de programa.
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El siguiente resultado establece que las derivaciones construidas con pasos admisi-
bles (junto con sus subsiguientes pasos interpretativos) llevan al mismo conjunto de
respuestas computadas que las derivaciones construidas con T-pasos admisibles (e
interpretativos) sobre los T-programas obtenidos del programa MALP previo, una

vez transdormado de acuerdo a la Definicion 6.2.1.

Teorema 6.2.2. Sea P un programa MALP con reticulo asociado L, Q un objetivo,
o una sustitucion y v € L. Entonces,

; * * .. . AST* *
(Qid)—as™ - —15™(vyo) sii (Q;id) > * - =15 (v;0)

Demostracion. Distinguimos cuatro casos para mostrar como los efectos producidos

por los pasos — 45, sobre un estado genérico de la forma (Q[A]; o), son replicados
AST .
por pasos 5, y viceversa.

1) Obsérvese que (H<;B;v) € P, donde B no es vacio y § = mgu({H = A}), si
y solo si (H+v&;B) € PMT vy, por tanto, (Q[A]; 0)— as1{(Q[A/v&;B])0; o)
T
si'y solo si (Q[A]; )2} ((Q[A/v&:B))8; 7).

2) Entonces, (H+;v) € P,donde v # T, 0 = mgu({H = A}) siy solo si (H+v) €
T
PMT |y, por tanto, (Q[A]; o) as2((Q[A/v])8; 08) si y solo si (Q[A]; o) 3
T
((Q[A/v])8; 06) (queda probada la correspondencia entre — 452 y ARL ).

3) Notese que (H<—;T) € P, donde 8 = mgu({H = A}), si y solo si (H¢) €

PMT v, por tanto, (Q[A];0)—as2((Q[A/T])8;00) si y solo si (Q[A]; §,2+T

((Q[A/T])b; 00) (hasta aqui queda demostrada la equivalencia entre los pasos
AS2T

—as2y ).
4) Para finalizar, no existe en P una regla cuya cabeza unifique con A si y s6-

lo si no existe una regla en PMT cuya cabeza unifique con A y, por tanto,

(QIA; o) as3{(QLA/L]); 0) si y solo si (Q[A]; o) ((Q[4/1]);0).

O

En el siguiente resultado demostramos que la nocién de modelo minimo de Herbrand
difuso de los programas MALP es el mismo que el T-modelo minimo de Herbrand
difuso de los T-programas obtenidos por la aplicacion del proceso de transformacion

descrito en la Definicion 6.2.1.
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Teorema 6.2.3. FEl modelo minimo de Herbrand difuso de un programa MALP P
coincide con el T-modelo minimo de Herbrand difuso de su T-programa asociado
PMT | esto es, Ip = I;MT.

Demostracion. Considérese la regla genérica R : (H+;B;v) € Py, correspondien-
temente, RMT : H«v&;B € PMT. Se asume la existencia de una interpretation Z
tal que Z satisface R si y solo si T T-satisface RMT, puesto que por la propiedad
adjunta v < Z(H+; B) si y solo si Z(v&; B) < Z(H) y, por tanto, el conjunto de
modelos de P coincide con el conjunto de T-modelos de PMT y, en particular, el

infimo de dicho conjunto es Zp asi como I; My, COMO queriamos. O

6.3. La clase extendida de programas X-MALP

Como se recoge en [MPV14a], en adelante llamamos X-MALP a la programacion
légica multi-adjunta relajada (en inglés, relaXed Multi-Adjoint Logic Programming).
En contraste con el uso de reticulos multi-adjuntos por parte de los programas
MALP (y también de los T-programas MALP), en la nueva clase X-MALP los
grados de verdad se modelan en un tipo de reticulos mas relajado (concretamente,
reticulos completos), que no requieren de la presencia de pares adjuntos, lo que
justifica que realmente MALP sea un subconjunto de X-MALP (véase la Figura
6.3). En general, la sintaxis de las reglas de programa X-MALP coincide con la de
los T-programas MALP, esto es, son expresiones de la forma H <; B, donde H es
una formula atomica (la cabeza) y B (el cuerpo) es una férmula construida a partir
de formulas atomicas By, ..., B, (n > 0 ), grados de verdad del reticulo asociado,
y conjunciones, disyunciones y agregadores. Ademas de ello, se permite también
la presencia de reglas con pesos, como en las reglas MALP, pero debe tenerse en
cuenta que en el nuevo marco, dichos pesos son tnicamente “azicar sintactico” en
el sentido de que cualquier expresion de la forma R : (H<«;B;v) se refiere a la
regla X-MALP R : H+uv&;B donde en el reticulo asociado sblo se requiere que
esté definido el simbolo de conjuncion &;, pero no que conforme un par adjunto
(«i,&;) (de hecho, el simbolo de implicacion <—; no se utiliza en ningin momento
para definir la sintaxis de X-MALP, en claro contraste con MALP). La siguiente
definicion muestra la sintaxis general de los programas X-MALP, remarcando el
poder expresivo de este estilo de programacion logica difusa, que cubre facilmente

otros marcos bien establecidos.
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Definicion 6.3.1. Un programa X-MALP P, asociado a un reticulo completo,
(L, <), es un conjunto de reglas A<B que verifican:

i) A es una formula atomica (llamada cominmente cabeza).

1) B es una férmula arbitraria (cuerpo) construida mediante dtomos B, ..., By,
n > 0 y cualesquiera conjunciones, disyunciones, agregadores y grados de ver-
dad (esto es, elementos tomados del reticulo L subyacente).

Ademés, las reglas de P también se expresan mediante la sintaxis A« f(By,..., By),
donde f es una funciéon computable que resulta de combinar todas las conectivas
presentes en el cuerpo (esta misma sintaxis puede encontrarse explicitamente en
[Voj01, LS02a, LS09], y también se acepta en muchos otros marcos de programacion
logica difusa). Las reglas de programa se interpretan en un reticulo completo (L, <),
previamente asociado a P.

En este punto es necesario adaptar todas las definiciones presentes en la Seccion
6.1 para referirnos a partir de ahora a programas X-MALP en lugar de T-programas
MALP.

Definicién 6.3.2 (Paso admisible para programas X-MALP). Sean Q un objetivo
y o una sustitucion. El par (Q;o) es un estado. Dado un programa X-MALP P,

una computacion admisible se formaliza como un sistema de transicion de estados

cuya relacion de transicion — es la menor relacion que satisface las siguientes reglas

admisibles:
1) (Q[A];J>A<—>S<(Q[A/B])9;at9> si0 =mgu({H = A}), (H<B; T) en P y B no
2) (Q[AL; )23 ((QIA/T))0; 06) i 0 = mgu({H = A}), y {Hé~i3T) en P.
AS

3) (Q[A];0)—=((Q[A/L]); o) si no hay ninguna regla en P cuya cabeza unifique
con A (este caso trata con posibles ramas fallidas).

Al igual que en el caso de MALP, una vez explotados todos los a&tomos de un obje-
tivo dado —mediante la aplicacién de tantos pasos admisibles como sean necesarios
durante la fase operacional—, éste se convierte en una formula sin Atomos que se
puede interpretar con respecto al reticulo completo L para obtener el conjunto de
respuestas computadas difusas de acuerdo a la Definicién 3.2.6.

En lo que sigue, introducimos formalmente la nocién seméntica de modelo de

Herbrand para programas X-MALP, de modo similar a como hicimos para MALP.
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Complete
lattices

> Multi-adjoint
lattices

Figura 6.3: Comparacion de programas MALP, T-programas MALP y programas
X-MALP

Basaremos esta nueva seméantica declarativa en el concepto de interpretaciéon de

Herbrand difusa, tal y como se considera, entre otros, en [VP96].

Definiciéon 6.3.3 (Interpretacion de Herbrand). Una interpretacion de Herbrand
es una aplicacion T : Bp — L, en la que Bp es la base de Herbrand del programa
X-MALP P y (L,<) es el reticulo completo asociado a P.

7 se extiende de forma natural al conjunto de férmulas bésicas del lenguaje. Para
interpretar una formula no basica A (cerrada y universalmente cuantificada en el caso
del lenguaje X-MALP) basta con tomar Z(A) = inf{Z(AE) : A es una instancia
basica de A}. Sea H el conjunto de interpretaciones de Herbrand cuyo orden esta

inducido por el de L
Ij <7y <— IJ(F) < Ik(F),VF € Bp
Es trivial comprobar que (H, <) hereda la estructura de reticulo completo de (L, <).

Definicién 6.3.4 (Modelo de Herbrand de un programa X-MALP). Una interpre-
tacion de Herbrand T satisface (o es un modelo de Herbrand de) una regla X-MALP
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H<«B siy solo si Z(B) < Z(H). Una interpretacion I es un modelo de Herbrand de
un programa X-MALP P si y solo si todas las reglas de P son satisfechas por L.

Definicién 6.3.5 (Modelo minimo de Herbrand difuso de un programa X-MALP).
Sea P un programa X-MALP con un reticulo (completo) asociado (L, <). El modelo
minimo de Herbrand difuso ® de P es la interpretacion Ip = inf{Z; : Z; es modelo
de Herbrand de P}.

El siguiente resultado justifica que la interpretacion Zp anterior pueda ser tomada

como el modelo minimo de Herbrand difuso.

Teorema 6.3.6. Sea P un programa ldgico X-MALP con reticulo (completo) aso-
ciado L. La aplicacion Ip = inf{Z; : I; es un modelo de Herbrand de P} es el

modelo minimo de Herbrand de P.

Demostracion. En lo que sigue, denotamos por M el conjunto de interpretaciones
de Herbrand que son modelos de P, es decir, M = {Z; : Z; es modelo de Herbrand de
P}. Téngase en cuenta que M es un conjunto no vacio, dado que la interpretacion
de Herbrand Z = sup(H), definida sobre cada A € Bp por Z(A) = sup(L) es un
modelo de Herbrand de (todas de las reglas) de P.

Entonces, como Zp = inf(M), Zp es una interpretacién de Herbrand, por ser
el conjunto de interpretraciones de Herbrand (H, <) un reticulo completo, existe el
infimo del subconjunto M y es un elemento de H.

Veamos, ahora, que Zp es modelo Herbrand de P, es decir, que satisface todas
las reglas del programa.

Sea R : H+; B una regla de P. Puesto que Zp es el infimo de M, se tiene que
Ip < Ij, para cada modelo Z; de P. Por tanto, Zp(A) < Z;(A) para cada dtomo A.
Por otra parte, dado que Z; es un modelo de Herbrand de P, Z; satisface la regla
R, es decir, Z;(B) < Z;(H).

Haciendo uso ahora de la definicién de infimo, se tiene:

Ip(B) =inf{Z;(B) : Z; es modelo de Herbrand de P} <
inf{Z;(H) : Z; es modelo de Herbrand de P} = Ip(H)

En consecuencia, Zp satisface la regla R considerada y (por satisfacer analogamente
todas las reglas de P) es un modelo de P, como queriamos. Finalmente, como Zp =
inf(M), usando de nuevo la definicién de infimo, Zp < Z;,Vj por lo que Zp es el
menor modelo de P, lo que termina la prueba. [l

5A veces diremos tGnicamente modelo minimo difuso o0 modelo minimo.
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La semantica declarativa que representa el modelo minimo de Herbrand Zp extiende
a la correspondiente de la programacion multi-adjunta que definimos en [JMP09c|
de la manera més amable que cabe esperar: si el reticulo L es multi-adjunto, el
modelo Zp anterior coincide con el correspondiente de éste marco. Anélogamente,
Ip extiende el concepto de modelo minimo de la programacion logica formulado en
[L1087]; a la hora de buscar una semejanza completa entre ambos conceptos puede
usarse la expresion conjuntista de Zp que figura en la posterior Proposiciéon 6.3.8.

En el ejemplo que sigue se obtiene el modelo minimo de Herbrand de un programa
X-MALP.

Ejemplo 6.3.7. Sea (&g, <—¢) un par de conectivas que siguen la ldgica intuicionista
de Gédel, es decir, las funciones de verdad de &g y <—¢ son:
Golwy) = if{a,y) ¥ <olpa)=q 0 ISV
Yy, Stx>Y

En el reticulo (L,<), cuyo diagrama de Hasse se muestra mds abajo, estas dos

conectivas no conforman un par adjunto, puesto que, si bien add < B, no se cumple

que a < 3¢-6.

T

\ T | Zo | I3 |Za | L5 | T | L7 | Is | o

plLlla|B|v]|d|T| T

/ dl oo ls ols|o|T|T|T
1

Por tanto, el programa P = {R1,Ra}, siendo R1 : (ps¢ q;a) y Ra : (g<—¢ ;0)
no es vdlido en el marco multi-adjunto, pues estd asociado a un reticulo que no
es multi-adjunto. Considérese ahora el programa X-MALP P’ = {R}, R}, donde
Ry : p—adieq y Ry : g0, que es en esencia equivalente al programa MALP P. La
tabla de la figura resume el conjunto M = {Zy,...,Zo} de modelos de Herbrand para
P’. Detallamos a continuacion cdmo hemos obtenido esa tabla. Obsérvese que, por
definicion de modelo de Herbrand, cada Z; es un modelo de Herbrand de la regla RY si
y solo si 6 < T;(q), lo que conlleva que Z;(q) admite el conjunto de valores §, T € L.
Ademds, T; es un modelo de Herbrand de Ry si y sdélo si T;(a&e q) < I;(p), esto
es, akeeZj(q) < Zj(p). Entonces, una vez asociado Z;(q) a cada uno de los grados

de verdad anteriores, se anade la condicion a&GIj(q) < Z;(p), que determina el



6.3. La clase extendida de programas X-MALP 227

congunto de valores vdlidos para T;(p) y, consiguientemente, establece el conjunto
final de modelos de Herbrand Z; € M. Finalmente, es facil ver que M tiene un
elemento infimo (la interpretacion Ip: tal que Ip:/(p) = L y Ipi(q) = 6), asi que
Ipr € M es el modelo minimo de Herbrand de P’.

Los conceptos anteriores de interpretacion de Herbrand y de modelo de Herbrand
pueden ser expresados en términos conjuntistas, entendiendo una interpretacién de
P, en lugar de como una aplicaciéon, como la correspondiente relaciéon binaria. Damos
a continuacion el resultado elemental que justifica este hecho.

Bajo este punto de vista, puesto que cada modelo de Herbrand de P puede
verse como un conjunto de pares (un subconjunto de Bp x L), el modelo mini-
mo de Herbrand difuso admite una segunda caracterizacion que incluye una pro-
piedad aportada ya en [Llo87] para el caso de los modelos minimos de Herbrand
de programas logicos puros. Esta nueva caracterizacion se establece en términos
del siguiente teorema, cuya demostracién es inmediata, donde consideramos que
NZ; = {(Ai; ) : (Ai, ) € Z;,Vj, a0 = inf{ey } € L}.

Proposicion 6.3.8. Sea P un programa X-MALP con reticulo asociado (L, <).
Sea T una interpretacion de Herbrand de P, es decir, una aplicacion T : Bp — L.

Entonces I determina una unica relacion binaria Rz C Bp x L.

Demostracion. Es suficiente considerar que la aplicacion Z esté determinada por su
conjunto de imégenes, y la relacion Rz es un conjunto de pares del tipo (4,Z(A)), A €
Bp. En consecuencia, la aplicacion Z puede entenderse como una relaciéon binaria,
es decir, como un cierto conjunto pares ordenados cuya primera componente es una
formula béasica de la base de Herbrand y cuya segunda componente es un elemento
del reticulo L.

O

En virtud del resultado anterior, cabe dar una interpretacién de Herbrand Z por
su expresiéon conjuntista Rz que, cuando no sea necesario enfatizar este aspecto
conjuntista, denotaremos también por Z.

En consecuencia, sin més que pensar cada modelo de Herbrand de P como un
conjunto (subconjunto de Bp x L), esto es, Z; = {(4, ) : A € Bp,a € L}, el modelo

minimo de Herbrand difuso puede caracterizarse también por el siguiente resultado.

Teorema 6.3.9. El modelo minimo de Herbrand difuso de P es la interseccion de
todos los modelos de Herbrand P, es decir, T = NZI;, donde Z; es un modelo de

Herbrand de P, para todo j.
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6.4. Semantica de punto fijo para X-MALP

Con esta seccion terminamos de recoger el contenido de [MPV14a]. Definimos aqui
el operador Tp de punto fijo para un programa P X-MALP, extendiendo el co-
rrespondiente operador de punto fijo de un programa multi-adjunto considerado en
[MOV04]. Ademaés, concretamos sobre algunos ejemplos particulares los puntos fijos
de este operador.

En un reticulo completo (L, <), una funcién f : L — L es mondtona si, y s6lo
si, Ve,y € Lyx <y = f(z) < f(y). Un punto fijo de f es un elemento = € L tal
que f(z) = z. El resultado bésico para el estudio de puntos fijos de funciones sobre
reticulos es el siguiente teorema de Knaster-Tarski (véase [Tarb5]). Otros teoremas
de punto fijo pueden verse en [KM97, Sto04].

Teorema 6.4.1. Sea f una funcion mondtona sobre un reticulo completo (L, <).

Entonces, f tiene un punto fijo.

Ademaés, el conjunto de puntos fijos de f es un reticulo completo, por lo que es
posible tomar el menor punto fijo de f. Este puede obtenerse iterando f sobre L €
L, es decir, es el supremo de la sucesion no decreciente xg, ..., Ti, Tif1,y--«, Tx, - -
verificando que para cualquier i > 0,29 = L, ;41 = f(x;), mientras que para un
cierto indice A, yx = sup{y; : f(y:) = yi, i > A}.

En [MOV01d, MOV04] se extiende el operador Tp, definido por [EK76], para el
lenguaje multi-adjunto. La siguiente definicién aporta un operador de punto fijo para
el lenguaje X-MALP que extiende el del marco MALP y que representa la seméantica
(por punto fijo) de un programa X-MALP P, tomada ésta como el menor punto
fijo de Tp. Ademés, justificaremos en el Teorema 6.4.11 la equivalencia entre esta
construccion y la nocion de modelo minimo de Herbrand difuso de la Definicion
3.3.13.

Definicién 6.4.2. Sea P un programa légico X-MALP con reticulo asociado (L, <)
e T una interpretacion de Herbrand de P. Definimos el operador Tp como una
aplicacion en el conjunto de interpretaciones de Herbrand de P tal que, a cada

dtomo bdsico A € Bp le asocia el elemento del reticulo (completo) L
Tp(Z)(A) = sup{Z(BY): H«—; Be P,A=Hb}

Es sencillo comprobar que Tp esta bien definido. Los siguientes teoremas garan-

tizan, para la programacion X-MALP, resultados que son clasicos en la LP para
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el operador de punto fijo y que extienden también los correspondientes del marco
multi-adjunto.

En particular, es sencillo comprobrar que el operador T anterior extiende al
operador de punto fijo de [MOVO04] de la manera mas satisfactoria: si el programa
P es multi-adjunto nuestro operador de punto fijo coincide con el debido a Medina
et all.

Teorema 6.4.3. El operador Tp es mondtono.

Demostracion. Tp es el morfismo Tp : (H,<) — (H, <) tal que sobre cada Z € H
determina la aplicacion en la base de Herbrand Tp(Z) : Bp — Bp definida por
Tp(Z)(A) = sup{Z(B0) : H+; B € P, A = HO}. Entonces, dadas las interpretacio-
nes de Herbrand 7;,7, € H, si suponemos que Z; < 75, y como el supremo conserva
el orden del reticulo (L, <) asociado a P, se obtiene que T»(Z;) < Tp(Zs), es decir,
T’p es mondtono.

([l

Definicién 6.4.4. Sea (L, <) un reticulo completo y f : L — L una aplicacion. f
es continua si, y sdlo si, conserva el supremo de conjuntos dirigidos®, es decir, para
todo conjunto dirigido X C L se cumple f(sup(X)) = sup{f(x): x € X}. Ademds,
la aplicacion f : L™ — L se dice continua si lo es en cada variable por separado.

El siguiente lema es instrumental. Su demostraccion es sencilla, basta proceder por

induccién en el namero de formulas atémicas del cuerpo de las reglas.

Lema 6.4.5. Sea P un programa X-MALP y B el cuerpo de una regla arbitraria
del mismo. Si todas las funciones de verdad de las conectivas de B son continuas,
para todo congunto dirigido X C H se verifica sup(X)(B) = sup{Z(B):T € X}.

El teorema posterior garantiza la continuidad del operador de punto fijo bajo hipote-
sis esperadas. La condicién suficiente enunciada es también una condicién necesaria

para dicho resultado.

Teorema 6.4.6. Sea P un programa X-MALP. Si todas las funciones de verdad
de las conectivas de los cuerpos de las reglas de P son continuas, el operador Tp es

continuo.

6Por definicién, X C (L, <) es un conjunto dirigido si para todo subconjunto {z1,...,zn} C X,
sup{zi,...,zn} € X.
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Demostracion. Sea X un conjunto dirigido del reticulo completo, (H, <), de inter-
pretaciones de Herbrand de P. Probemos que Tp (sup(X)) = sup{Tp(Z)}; en efecto,
para cada A € Bp,

Tp(sup(X))(A) = sup{sup(X)(B): H+; Be P,A= H6}
= sup{sup{Z(B): H+; Be P,A=HO0,T € X}}
=sup{Tp(Z)(A): I € X}

sin méas que hacer uso del Lema 6.4.5. O

A continuacién demostramos el siguiente resultado por el que Tp permite caracte-
rizar las interpretaciones que son modelo de P. Previamente, enunciamos el lema

basico que sigue.

Lema 6.4.7. Sea (L, <) un reticulo completo. Para cualesquiera subconjuntos A, B
de L se verifica que si A C B, entonces inf(B) <inf(A).

Demostracion. Es suficiente considerar la definicién de infimo y el caracter completo
del reticulo (L, <). O

Obsérvese que, en virtud de lema anterior, resulta que Z(Af) > Z(A) , para toda
sustitucion 6, para toda interpretaciéon de Herbrand Z, toda vez que el conjunto
de instancias basicas de la formula A6 esta contenido en el conjunto de instancias

basicas de A.

Teorema 6.4.8. Una interpretacion de Herbrand T es un modelo de Herbrand de
un programa X-MALP P si, y sdlo si, Tp(Z) <T.

Demostracion. Sea Z un modelo de Herbrand de P y veamos que Tp(Z) < Z. Si
H<«; B es una regla de P, por definicion de modelo y por el Lema 6.4.7 se tiene
I(B0) <I(H)<Z(HO)=7Z(A), de donde obtenemos que Tp(Z)(A) < Z(A) por la
definicion de supremo, como queriamos.

Reciprocamente, supongamos ahora que Tp(Z) < Z y probemos que Z es un
modelo de Herbrand de P, es decir, es modelo de una regla arbitraria R : H+; B €
P. Fijada esta regla, sea A € Bp tal que Hf = A”. Como por hipotesis se tiene
Tp(Z)(A) = sup{Z(BO) : H—; B € P,A = HO} < I(A), resulta que Z(B) <
Z(BO) < sup{Z(BH) : H«+; B € P,A = HO} <ZI(A), por lo que T es modelo de la
regla R. O

"La existencia de éste atomo esta garantizada por la definicién de universo y base de Herbrand
de P.
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En virtud del teorema anterior, para todo modelo de Herbrand Z de P tenemos
Tp(Z)(A) = sup{Z(BY) : H«B € P,A = HO} < Z(A) y, ademas, la igualdad
Tp(Z)(A) = Z(A) no se alcanza en general, como ocurre en el caso de la programacion
l6gica pura; podemos sugerir que cuanto mas se itere el operador T’p sobre un atomo,
mejor es la cota superior obtenida para la correspondiente respuesta correcta.

Por otra parte, tanto en la programaciéon logica pura como en la programacion
logica X-MALP puede existir mas de un punto fijo. El siguiente ejemplo ilustra este

hecho para el caso clasico.

Ejemplo 6.4.9. Sea P el programa ldgico formado por la cldusula p(a)<p(a). La
base de Herbrand de P es el conjunto Bp = {p(a)} y los subconjuntos de la base de
Herbrand I, = &,Z5 = {p(a)} son los unicos modelos de P. Ambos son puntos fijos
del operador (de punto fijo) definido en [Llo87].

En el contexto X-MALP podriamos tomar el mismo ejemplo, toda vez que cualquier
programa légico definido puede ser expresado como un programa X-MALP. Con
la intencién de considerar un caso mas especifico aportamos también el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 6.4.10. Sea P el programa X-MALP con la dnica regla p(a)<0.5&¢p(a)
con reticulo asociado el intervalo ([0,1],<), y donde la funcion de verdad de la
conectiva &g estd dada por &G(ac, y) = inf{x,y}. Entonces, las interpretaciones Iy,
T definidas por Ii(p(a)) = 0, Za(p(a)) = 0.5 verifican:

Tp(Z1)(p(a)) = sup{0.5&Z1 (p(a))} = sup{0.5&0} = 0 = Z; (p(a))
Tp(Z2)(p(a)) = sup{0.5&ZIs(p(a))} = sup{0.5&0.5} = 0.5 = Z(p(a))

y, por tanto, ambos son puntos fijos del operador Tp, resultando I, el menor punto
fijo. Ademds, es sencillo concretar que el operador Tp tiene infinitos puntos fijos:
todas las interpretaciones de Herbrand T definidas por Z(p(a)) = z, donde z €
[0,0.5].

Veremos que la seméantica declarativa de modelo minimo de Herbrand difuso es

equivalente a la semantica de punto fijo para la programacion X-MALP.

Teorema 6.4.11. Dado el programa X-MALP P con reticulo (completo) asociado
(L, <), Ip es modelo minimo de Herbrand difuso si, y sdlo si, Ip es el menor punto
fijo de Tp.
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Demostracion. Por el Teorema 6.3.6, Zp es el modelo mimino de Herbrand difuso
si, y s6lo si, Zp = inf{Z; : Z; es modelo de P} y, por el Teorema 6.4.8, Zp = inf{Z, :
Tp(Z;) <Z;}. Ademaés, por ser Tp un operador mondtono en el reticulo completo L
(véase el Teorema 6.4.3), existe el menor punto fijo de T y coincide con el inf{Z; :
Tp(Z;) <Z;} (véase [L1o87]). En consecuencia, Zp es el menor punto fijo del operador
Tp. O

Este tltimo resultado afirma que la semantica declarativa de un programa X-MALP
‘P puede obtenerse por iteracion de T’p sobre la interpretacién minima. Debe tenerse
en cuenta que T» puede no ser continuo, en cuyo caso —a diferencia de la programa-
cion logica pura— puede ser necesario un niimero infinito no numerable de iteraciones

para alcanzar el punto fijo.

6.5. El lenguaje FASILL

Recogemos en esta seccion y las siguientes el lenguaje FASILL, descrito en primer
lugar en [JMPV14, IMPV15]. FASILL (de sus siglas en inglés, Fuzzy Aggregators
and Similarity Into a Logic Language) es un lenguaje de primer orden construido
sobre una signatura ¥ que contiene los elementos de un conjunto infinito contable de
variables V), simbolos de funcién y de predicado con una aridad asociada —expresados
comtnmente como pares f/n o p/n donde n representa la aridad de f o p—, el sim-
bolo de implicacion (+) y un amplio conjunto de conectivas. El lenguaje combina
los elementos de ¥ formando términos, dtomos, reglas y formulas. Una constante c
es un simbolo de funcion de aridad cero. Un término es una variable, una constan-
te o un simbolo de funcion f/n aplicado a n términos ¢1,...,t,, y se denota por
f(t1,...,ts). Permitimos también los elementos de un reticulo completo L como

parte de la signatura Y. Por tanto, una féormula bien formada puede ser:
mr,sirelL

w p(t1,...,tn), si t1,...,t, son términos y p/n es un predicado n-ario. Esta
férmula se llama, dtomo. Particularmente, los &tomos que no contienen variables
se llaman dtomos bdsicos, y los atomos construidos a partir de predicados

nularios se llaman variables proposicionales

w ¢(F1,...,Fn), si Fi,...,F, son formulas bien formadas y ¢ es una conectiva

n-aria con funcién de verdad ¢ : L™ — L
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Definiciéon 6.5.1 (Reticulo completo). Un reticulo completo es un conjunto par-
cialmente ordenado (L, <) tal que cada subconjunto S de L tiene elementos infimo
y supremo. Por tanto, es un reticulo acotado, esto es, tiene elementos infimo y su-
premo, denotados por L y T, respectivamente. Se dice que L es el conjunto soporte
del reticulo, y < su relacion de orden.

El lenguaje est4 equipado con un conjunto de conectivas® interpretadas en el reticulo,

como

= agregadores, denotados por @, cuya funciéon de verdad Q@ cumple la condicién
de frontera:@Q(T,T) = T, @(L, L) = L, y de monotonia: (z1,11) < (z2,y2) =
Q(x1,y1) < Q(22,y2).

= t-normas y t-conormas [NWO06] (también llamadas conjunciones y disyuncio-
nes, que denotamos por & y |, respectivamente) cuyas funciones de verdad
cumplen las siguientes propiedades:

- Conmutativa: &(:c,y) = &(y,x? . |(:c,y) = |(y,:c)
- Asociativa: &z, &(y, 2)) = &(&(z,y), 2) [(z,|(y,2)) = [(|(z,9),2)
- Elemento neutro: &(z, T) = z [(z, L) ==

- Monotonia en cada argumento:

z<t= { &(Z,y) < &(tay) &(x,z) < &(CL’,t)

(zy) <lty)  @2) <)

Ejemplo 6.5.2. A lo largo de este capitulo, emplearemos el reticulo ([0, 1], <), don-
de < es la relacion de orden usual en los nimeros reales, junto a tres conjuntos de
conectivas que corresponden a las logicas difusas de Gddel, Lukasiewicz y Producto,
definidas en la Figura 6.4, donde las etiquetas L, G y P significan, respectivamen-
te, logica de Lukasiewicz, logica de Godel y logica del producto (con diferentes
capacidades para modelar escenarios optimistas, realistas y pesimistas).

También es posible incluir otras conectivas. Por ejemplo, la media aritmética,
definida por la conectiva Qqyer (con funcion de verdad @(wer(x,y) £ mTer) Y que €es
una conectiva bien establecida y fdcil de entender que no pertenece a ninguna logica
concreta. También se pueden incluir conectivas con aridades diferentes de 2, como

. . A . .
el agregador Qyery, definido por Qqery(x) = x2, que es una conectiva unaria.

8 Aqui, las conectivas son operaciones binarias, pero normalmente las generalizamos para un
nimero arbitrario de argumentos.
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&p(:c, y) 2 rxy ip(:c, Y Erty—ay Producto
&e(z,y) £ min(z,y) le(z,v) £ maz(z,y) Godel
&p(z,y) 2 méx(0,z +y—1) |o(x,y) 2 min(z +y,1) Lukasiewicz

Figura 6.4: Conjunciones y disyunciones en [0, 1] para las 16gicas difusas del Producto,

Lukasiewicz, y Gadel.

Definicién 6.5.3 (Relacion de similaridad). Dado un dominio U y un reticulo L con
una t-norma A, una relacion de similaridad R es una relacion binaria en U, esto es,
un subcongunto difuso enUU xU (dicho de otro modo, una aplicacion R : U xU — L),

tal que cumple las siguientes propiedades’ :
s Reflexiva: R(z,x) = T,Vz e U
w Simétrica: R(z,y) = R(y,z),Vr,y €U
» Transitiva: R(zx,z) > R(z,y) A R(y, 2),Va,y,z € U

Ciertamente, estamos interesados en relaciones binarias difusas sobre un dominio
sintactico. Definimos en primer lugar similaridades sobre los simbolos de una signa-
tura, X, de un lenguaje de primer orden. Esto hace posible tratar indistintamente
dos simbolos sintacticos relacionados por la relacion de similaridad R. Ademas, una
relacion de similaridad R sobre el alfabeto de un lenguaje de primer orden se puede
extender al conjunto de términos por induccién estructural del modo usual [Ses02].

Esto es, la extension, 7%, de una relacién de similaridad R se define como:
1. Sea x una variable, R(z,z) = R(zx,z) =1,

2. Sean f y g dos simbolos de funciéon o predicado n-arios, y t1, ..., tp, S1, .-,

Sy, términos,

R(f(tla s 7tn)7g(517 . 7Sn)) = R(fag) A (/\:'L=1 ﬁ(tz; Sz))

3. En otro caso, el grado de similaridad entre dos términos es el infimo del reticulo
(cero, en el reticulo ([0, 1], <)).

Se procede analogamente para formulas atomicas. En lo que sigue, no distinguiremos

entre R y su extensiéon R.

9Por conveniencia, R(x,y), también denotado por 2Ry, se refiere tanto a la expresion sintactica
(que simboliza que los elementos z,y € U estan relacionados por R) como al grado de verdad
ur(z,y) (el grado de afinidad del par (z,y) € U x U con el predicado verbal R).
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Ejemplo 6.5.4. Definimos una relacion de similaridad R sobre los elementos de

U = {vanguardista, elegante, metro, taxi, bus} mediante la siguiente matriz:

R H vanguardista | elegante ‘ metro ‘ taxi ‘ bus ‘
vanguardista 1 0.6 0 0 0
elegante 0.6 1 0 0 0
metro 0 0 1 0.4 | 0.5
taxi 0 0 0.4 1 0.4
bus 0 0 0.5 0.4 1

Es fdacil comprobar que R cumple las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.
Particularmente, usando la conjuncion de Goédel como la t-norma A, tenemos que:
R(taxi,metro) > R(metro,bus) A R(bus,taxi) = 0.5 A 0.4.

Ahondando en el ejemplo, los términos elegante(taxi) y vanguardista(metro)
son similares mediante extension R de R, pues:

R(elegante(taxi), vanguardista(metro)) =
R(elegante, vanguardista) A R(taxi, metro) =
0.6 A R(taxi, metro) = 0.6 A0.4 =0.4

Definiciéon 6.5.5 (Regla). Una regla tiene la forma A < B, donde A es una
formula atomica llamada cabeza y B, llamado cuerpo, es una formula bien formada
(construida en dltima instancia por formulas atémicas By, . .., By, grados de verdad
de L y conectivas)'®. Particularmente, cuando el cuerpo de una regla es v € L (un
elemento del reticulo L), dicha regla se llama hecho y se puede escribir como A < r
(o simplemente como A sir =T ).

Definicién 6.5.6 (Programa). Un programa P es una tupla (I, R, L), donde II es
un conjunto de reglas, R es una relacion de similaridad entre los elementos de X, y
L es un reticulo completo.

Ejemplo 6.5.7. El conjunto de reglas II mostrado abajo, la relacion de similaridad
R del Ejemplo 6.5.4 y el reticulo L = ([0,1], <) del Ejemplo 6.5.2, conforman un
programa. P = (I, R, L).

10Para englobar las convenciones sintacticas de MALP, en los programas FASILL admiti-
mos también reglas con pesos, con la forma A <+; B with v, que se transforma internamente en
A + v&;B (esta transformacion preserva el significado de las reglas, como se recoge en la seccién
anterior).
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R: : vanguardista(hydropolis) < 0.9
Ry : elegante(ritz) 0.8
Rs : cercano(hydropolis, taxi) <+ 0.7

R4 : buen_ hotel(x) +— Qgyer(elegante(z), Qyery (cercano(z, metro)))

6.6. Semantica operacional de FASILL

Las reglas en los programas FASILL tienen el mismo rol que las clausulas en PROLOG
(o que las reglas en programas MALP [MOV04, JMP09¢c, MPV14c|), que es el de
establecer que cierto predicado relaciona unos términos (la cabeza) si se cumplen
unas condiciones (el cuerpo).

Como otros lenguajes 16gicos, FASILL incorpora el concepto de sustituciéon, uni-
ficador y unificador méas general (mgu). Algunos de ellos en una version extendida
para tratar con similaridades. Concretamente, siguiendo la linea de Bousi~PRrROLOG
[JRO9a], el unificador mas general se reemplaza por el concepto de unificador débil
mds general (por sus siglas en inglés, w.m.g.u) e introduce un algoritmo de unifi-
cacion débil para computarlo. El algoritmo de unificacion débil establece que dos
expresiones (términos o formulas atomicas) f(t1,...,t,) y 9(s1,. .., $n) unifican dé-
bilmente si sus simbolos radicales f y g son similares con un determinado grado de
verdad (R(f,g) =r > 1) y cada uno de sus argumentos ¢; y s; unifican débilmente.
Por tanto, existe un unificador débil para dos expresiones incluso si los simbolos en
sus raices no son iguales sintacticamente (f # g).

Técnicamente hablando, el algoritmo de unificacion débil que utiliza FASILL
es una reformulacion/extension del que aparece en [Ses02| para reticulos completos
arbitrarios. Lo formalizamos como un sistema de transicién de estados basado en la
relacion de unificacion basada en similaridades “=-". La unificacién de dos expresiones
&1 y & se obtiene por la secuencia de estados que compienza por el estado inicial
(G ={&1 =~ &}, id, ap), donde id es la sustitucion identidad y ag = T es el supremo
de (L,<): (G,id,a0) = (G1,01,01) = -+ = (Gp,0n,an). Cuando se alcanza el
estado final (G, 0y, ), donde G,, = () (momento en que se han resuelto todas las
ecuaciones del estado inicial), las expresiones £; y €2 son unificables por similaridad
con w.m.g.u. 0, y grado de unificacion a,. Por tanto, el estado final ((,6,, a,)
apunta a que la unificacion ha tenido éxito. Por otro lado, cuando las expresiones
&1 y & no son unificables, la secuencia de estados termina en fallo (G,, = Fail).

La relacion de unificacion basada en similaridad, “=", se define como la menor
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relacion derivada del siguiente conjunto de reglas de transicion (donde Var(t) denota

el conjunto de variables de un término dado t)

<{f(t17"'atn) zg(sla"'asn)}UE797T1> R(fag) =T > L 1
{t1 = s1,...,tn = sy, } UE, 0,11 A1a)

{X=~X}UE,0,r) ) {X ~t}UE,0,1m) X ¢ Var(t) .
(E,0,71) (B){X/t}, 00X /t},m)

{t~X}UE,0,1m) . {X ~t}UFE,0,r) X € Var(t) .

{X~t}UE,0,1) (Fail,0,r1)

{ft1, ... tn) = g(s1,...,80) FUE,0,11) R(f,9) =1
(Fail,0,r1)

6

La regla 1 descompone dos expresiones y anota la relaciéon entre los simbolos de
funcién (o predicado) de sus raices. La segunda regla elimina informacién espurea,
y la cuarta intercambia la posicién de los simbolos para facilitar su manejo por
las otras reglas. Las reglas tercera y quinta realizan un chequeo de ocurrencia (en
inglés, occur check) de la variable X en un término ¢. En caso de éxito, genera una
sustitucion {X/t}; en caso contrario el algoritmo termina en fallo. Puede terminar
igualmente en fallo si la relacion entre los simbolos de funciéon (o predicado) en R
es L, como establece la regla 6.

Por lo general, dadas dos expresiones & y &, si hay una secuencia de esta-
dos que acaba en éxito, ({& =~ &},id, T) =* (0,0,r), entonces escribimos que
wmgu(&y,E) = (0, r), siendo 0 el unificador débil mds general de & y &3, y r su
grado de unificacion.

Finalmente, obsérvese que en general un w.m.g.u de dos expresiones & y &
no es unico [Ses02]. Ciertamente, el algoritmo de unificacién débil computa sélo un
representante de una clase w.m.g.u, en el sentido de que, si 6 = {z1/t1,...,2,/tn}
es un w.m.g.u., con grado 3, entonces, por definicién, cualquier sustitucion 6’ =
{z1/81,...,@n/sn}, que satisfaga R(s;,t;) > L, para cada 1 <i < n, es también un
w.m.g.u. con grado de similaridad 8’ = 8 A (A] R(si,t;)), donde “A” es la t-norma
seleccionada. Sin embargo, nétese que el representante de la clase de w.m.g.u.’s
computado por el algoritmo de unificacion débil tiene un grado de similaridad mayor
o igual que cualquier otro w.m.g.u. Como ocurre con el algoritmo de unificacién

clasico, nuestro algoritmo siempre termina devolviendo un éxito o un fallo.
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A continuacion ilustramos el proceso de unificacién débil con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.6.1. Considérese el reticulo L = ([0,1], <) del Ejemplo 6.5.2 y la rela-
cion R del Ejemplo 6.5.4. Dados los términos elegante(taxi) y vanguardista(metro),

el siguiente proceso de unificacion débil puede tener lugar:

({elegante(taxi) ~ vanguardista(metro)}, id, 1>:1><{tam' ~ metro}, id, O.G)é
({},id, 0.6 A 0.4) = ({},4d,0.4)

También es posible la unificacion de los términos elegante(taxi) y vanguardista(X),

pues:

({elegante(taxi) ~ vanguardista(X)}, id, 1>:1><{ta:cz' ~ X} id, 0.6>:4>
(X =~ taxi},id, 0.6)2({}, {X/tazi},0.6)

y la sustitucion {X /taxi} es su w.m.g.u. con grado de unificacion 0.6.

Para describir la semantica operacional del lenguaje FASILL, en adelante denotamos
por C[A] una féormula donde A es una sub-expresion (cominmente un atomo) que
ocurre en el contexto —posiblemente vacio— C[] mientras que C[A/A’] significa el
reemplazo de A por A’ en el contexto C[]. Ademaés, Var(s) denota el conjunto de
variables distintas que aparecen en el objeto sintactico s y 8[Var(s)] se refiere a
la sustitucion obtenida de 6 restringiendo su dominio a Var(s). En la siguiente
definicion, consideramos siempre que A es el dtomo seleccionado en un objetivo Q

y L es el reticulo completo asociado al programa II.

Definicién 6.6.2 (Paso de computacion). Sean Q un objetivo y o una sustitucion.
El par (Q;0) es un estado. Dado un programa (II, R, L) y una t-norma A en L, una
computacion se formaliza como un sistema de transicion de estados, cuya relacion
de transicion ~ es la menor relacion que satisface estas reglas:

1) Paso de éxito (en inglés, successful step, denotado por §§)

(Q[A], o) A« Bell  wmgu(A,A")=(0,r)
(Q[A/B A T)0,00)

SS

2) Paso de fallo (en inglés, failure step, denotado por EE)

(Q[A], o) PA — Bell: wmgu(A,A) = (@0,r),r> L
(Q[A/ L], 0)

FS
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3) Paso interpretativo (en inglés, Interpretive step, denotado por g}

(Qla(ry,...,r);0)  @ri,...,r0) =Tpi
(Qla(ry,...,mn)/rni]s0)

IS

Una derivacidn es una secuencia de longitud arbitraria (Q;id)~*(Q’; o). Como es
usual, las reglas se renombran en cada paso. Cuando Q' = r € L, el estado (r;o)
se llama respuesta computada difusa (f.c.a. por sus siglas en inglés, fuzzy computed

answer) para esa derivacion.

Ejemplo 6.6.3. Considérese el objetivo Q = buen_hotel(X) y el programa P =
(I, R, L) del Ejemplo 6.5.7. Es posible realizar estas dos derivaciones para P y Q:

Dy : (buen_hotel(X),id) §§R4
(Qauer(elegante(X), Qyery (cercano(X, metro))), {X1/X}) §§R2
(Qaver (0.8, Qyery (cercano(ritz, metro))),{ X1 /ritz, X /ritz}) )
(Qauer(0.8, @yery (0)), {X1 /ritz, X/ritz}) 15
(Quuer(0.8,0), {X1 /ritz, X/ritz}) 15
(0.4, { X1 /ritz, X/ritz})

Dy : (buen_hotel(X),id) §§R4
(Qqver(elegante(X), Query(cercano(X, metro))), {X1/X}) §§Rl
(Quuver (& goder (0.9, 0.6), Qyery (cercabo(hydropolis, metro))), {...}) §§R3
(Quver (&goder(0.9,0.6), @pery (&goder (0.7, 0.4))), {. . .}) 13
(Qaver (0.6, Query(0.4)), { X1 /hydropolis, X /hydropolis}) 15
(Qauer(0.6,0.16), { X1 /hydropolis, X /hydropolis}) A3

(0.38, { X1 /hydropolis, X /hydropolis})
con respuestas computadas difusas (0,4,{X/ritz}) y (0.38,{X/hydropolis}), respec-

tivamente.

6.7. Implementaciéon de FASILL en FLOPER

Como indicamos en el Capitulo 4, durante los tltimos afios hemos desarrollado la he-

rramienta FLOPER que, inicialmente, manipulaba tinicamente programas MALP'!.

1E] lenguaje MALP ha quedado totalmente subsumido por el nuevo lenguaje FASILL, ya que,
dado un programa FASILL P = (II, R, L), si R es la relacién identidad (esto es, aquella en la

que cada elemento de una signatura X es similar Gnicamente a si mismo, con el maximo grado
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Figura 6.5: Captura de pantalla de una sesion de trabajo en FLOPER

En su actual estado de desarrollo, FLOPER ha sido equipado con nuevas caracte-
risticas para tratar con lenguajes més expresivos, particularmente FASILL, como
detallamos en [IMPV15, JMPV14|. La nueva version de FLOPER se puede des-
cargar gratuitamente a través de la url http://dectau.uclm.es/floper/7q=sim,
donde también es posible efectuar ejecucion online. FLOPER ha sido ya profusa-
mente descrito en el Capitulo 4, de modo que en esta seccién nos limitamos a indicar
las caracteristicas introducidas al respecto del nuevo lenguaje FASILL. En primer
lugar, en el menu del intérprete de comandos de FLOPER hemos introducido un

nuevo submeni titulado Similarity Menu, que agrupa los siguientes comandos:

= sim: permite al usuario introducir un fichero de similaridad (con extension

“.sim”, y cuya sintaxis detallamos mas adelante).

= tnorm: establece la conjuncion, definida en el fichero del reticulo, que se usara

para realizar la clausura transitiva de la relacién.

de similaridad) y L es un reticulo completo que contiene pares adjuntos [MOV04|, entonces P es
también un programa MALP.
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gond_hotel(d)
{}

@aver(elenant(x) @very(close(®, metroj)
{10

@aver(0.8, @very(close itz metra))) @aver(foodel(0.9,0.6),@very(closethydropolis, metroj)
itz (1 ritz} {#iydropolis X1 /hydropolish

@aver(l.g, @very (0

8, @aver(Londelil 8,0 6), @very&aodel(0 7,0 43)
(it itz}

DUhydropolis X1 hydtopolis}

@aver(D.5,0)
{ritz 1 it}

0.4
itz itz)

@aver(0.6,@verdédodel(0.7,0.4))
{erhydropolis, K1/hydropolis}

@aver(0.6,@vend{0.4))
{#ihydrapalis X1/hydropolis}
@aver(0.6,0.16)
{itwdropolis X1 hydropolis)
0.38
{¥/hydropolis ¥1/hydropolis}

Figura 6.6: Arbol de ejecucion mostrado por el sistema FLOPER

La sintaxis de FASILL presentada en la Secciéon 6.6, muy similar a la de MALP,
se puede adaptar facilmente para ser escrita en un ordenador. Como es usual en los
lenguajes logicos, la variables se escriben como identificadores que empiezan por una
letra mayuscula o el caracter subrayado “_”, mientras que los simbolos de funcion y de
predicado se expresan con identificadores que empiezan por una letra en minuscula,
y los nimeros son literales. Los términos y los atomos tienen la sintaxis usual (al
sfmbolo de funciéon o de predicado, si no es nulario, se le sigue de sus argumentos
entre paréntesis, separados cada uno por una coma). Las conectivas se etiquetan con
su nombre. El simbolo de implicacion se escribe como “<-”, y cada regla termina con
un punto. Adicionalmente es posible incluir expresiones PROLOG puras en el cuerpo

de una regla, encapsulandolas entre llaves “{}”, y clausulas PROLOG entre simbolos
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de dolar “$”; junto con las reglas FASILL.
La interfaz grafica (hecha en Java) permite una interaccion intuitiva con el usua-
rio, como se refleja en la Figura 6.5. Para incluir el lenguaje FASILL, La interfaz

grafica de FLOPER ha sido modificada en los siguientes puntos:

= Se han anadido opciones en el menii contextual y en el meni Code para
crear un nuevo fichero de similaridades (*.sim”) y para abrir un fichero de

similaridades ya presente en un directorio.

= Se ha incluido también un botén en la barra de atajos para crear o abrir un
fichero de similaridades.

= Los proyectos FLOPER incorporan un nuevo directorio sim que almacena los
ficheros de similaridades asociados al mismo.

A continuacién pasamos a describir la principal novedad introducida en FLOPER,
que es la posibilidad de usar relaciones de similaridad. Efectivamente, el sistema
admite ahora, a través de la opciéon sim, ficheros con extension .sim (mencionados
anteriormente), que representan un subconjunto de una relacion de similaridad R

siguiendo una sintaxis concreta:

(Relation) ::= (Sim) (Relation) | (Sim)
(Sim) = (Ldyg)[)7 (Intn)] '~ (Tdg) [/ (Intp)] =" (r) *
(Sim) | ‘~ ‘tnorm’ ‘=’ (tnorm)

La opcion Sim traduce expresiones de la forma f ~ g = r, donde f y g son variables
proposicionales o constantes, y r es un elemento de L. Admite también la inclusion
de aridades en la expresiones, como f/n ~ g/n = r (aqui, f y ¢ son simbolos de
funcion o predicado). En este caso, ambas aridades deben ser iguales. Estas expre-
siones reciben el nombre de ecuaciones de similaridad. También se puede indicar,
mediante la directiva ~ tnorm = (label), la conjunciéon que debe usarse en la cons-
truccion de la clausura transitiva de la relacion. Internamente FLOPER almacena
cada relacién como un hecho r en un moédulo ad hoc sim como r(f/n, g/n,r), donde
n = 0 si no se especifica de otro modo (esto es, el simbolo se considera como una
constante). El fichero .sim puede contener s6lo un pequefio conjunto de ecuaciones
de similaridad que, mas tarde, F LOPER completa llevando a cabo las clausuras re-
flexiva, simétrica y transitiva. La primera de ellas consiste tinicamente en la asercion
del hecho (A, A, T). La clausura simétrica produce, para cada r(a,b,r), la asercion
de su simétrica r(b, a,r) —siempre que no exista ya una r(b,a,r’) donde r < 7’ (en

este caso r(a,b,r) se reescribira como r(a, b, r’) al considerar r(b, a,r)). La clausura
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transitiva se computa mediante el siguiente algoritmo'?, donde A representa la con-
juncion especificada por la directiva “tnorm”, y “assert’ y “retract’ son predicados
auto-explicativos definidos en PROLOG:

Es importante tener en cuenta que incluso si el usuario introdujera ecuaciones de
similaridad incompletas o aparentemente inconsistentes, F LOPER obtiene una re-
lacién de similaridad coherente y completa tras aplicar las clausuras arriba men-
cionadas a dichas ecuaciones. Por ejemplo, si el usuario proporciona las siguientes
ecuaciones: a ~ b =0.8, b ~c = 0.6 y a ~ ¢ = 0.3, tras la aplicaciéon de nuestro
algoritmo para la construccion de la similaridad, resulta el siguiente conjunto de
ecuaciones: a ~ b = 0.8, b ~ ¢ = 0.6 and a ~ ¢ = 0.6, que preservan la propiedad

transitivals.
Transitive Closure

forall r(A,B,r) in sim
forall r(B,C,r3) in sim
r=7r1Aro
if r(A,C,r’) in simand v’ < r
retract r(A,C,r’) from sim
retract r(C,A,r") from sim
end if
if r(A,C,’) not in sim
assert r(A,C,r) in sim
assert r(C,A,r) in sim
end if
end forall
end forall

Ejemplo 6.7.1. Sea L un reticulo ([0,1], <). Para ilustrar la expresividad mejorada
de FASILL, considérese el programa (II, R, L) que modela el concepto de buen hotel,
esto es, un hotel elegante y muy prorimo a una entrada de metro, como se aprecia
en la Figura6.5. Aqui, usamos un agregador de la media aritmética, definido como
@avg(:c, y) 2 (z +vy)/2, donde very es un modificador lingiiistico, asi como un
agregador (de aridad 1). con funcion de verdad @Ue,.y x £ 22. El programa FASILL

12Es importante notar que este algoritmo debe ejecutarse inmediatamente después de las clau-
suras simétrica y reflexiva.

13Por mor de la simplicidad, hemos omitido las ecuaciones obtenidas durante las clausuras refle-
xiva y simétrica.
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que modela este ejemplo es el siguiente:

vanguardista(hydropolis) <- 0.9.
eleganta(ritz) <- 0.9.
buen_hotel(X) <- elegante(X) @aver @very(prdéximo(X, metro)).

La relacion de similaridad R establece que elegante es similar a vanguardista, y que
metro lo es a bus y (por transitividad) a taxi:

“tnorm = godel metro ~ bus = 0.5.
taxi = 0.4.

elegante/1 ~ vanguardista/l = 0.6. bus

Indicamos también que la t-norma empleada para hacer la clausura transitiva es la
conjuncion de Gidel (esto es, el infimo de dos elementos). Para este programa, (que
incluye junto con las reglas presentadas anteriormente, el reticulo L y la relacion
de similaridad, R), el objetivo buen_hotel (X) produce dos respuestas computadas

difusas:

< 0.4, {X/ritz} >
< 0.38, {X/hydropolis} >

Cada una de ellas corresponde a las hojas del drbol mostrado en la Figura 6.6.
Obsérvese que para alcanzar estas soluciones, se ha realizado un paso de fallo en la
derivacion de la rama mds a la izquierda del drbol, mientras que en la rama mds
a la derecha (y esta es la principal novedad con respecto a las versiones anteriores
de la herramienta FLOPER) se dan dos pasos de éxito que explotan la relacion
de similaridad. El primero relaciona elegante con vanguardista, y el sequndo, por
transitividad, metro con taxi al resolver el dtomo prézimo (hydropolis,metro), lo

que dlustra la flexibilidad de nuestro sistema.

Para terminar esta seccién, cabe precisar que nuestra aproximacion difiere de la
presentada en [CRR14], en el sentido de que alli se emplea una combinacion de
técnicas de transformacion para extraer, en primer lugar, la definicion del predicado
“~7 simulando la unificacién débil en términos de un conjunto de reglas de programa
que extienden al programa original. Finalmente, el predicado “~” en dicho trabajo
se reduce a un operador de unificacion por proximidad/similaridad (en este caso
no se implementa mediante reglas y es mas proximo a nuestra implementacion del
algoritmo de unificacion débil), que mejora enormemente la eficiencia de sus sistemas

de programacién previos.
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6.8. Semantica declarativa de FASILL

En programacion logica, la seméntica declarativa de un programa se formula, tra-
dicionalmente, sobre la base del modelo minimo de Herbrand (concebido como el
infimo del conjunto de interpretaciones). En esta seccién, introducimos formalmente
las nociones semanticas de interpretaciéon de Herbrand, modelo de Herbrand y mo-
delo minimo de Herbrand para un programa FASILL P, con objeto de caracterizar
la seméntica declarativa de esta clase de programas difusos.

Seguimos el mismo proceso de [L1o87] y, ademas, generalizamos la seméantica por
teoria de modelos definida en [JMP09c| para programas logicos multi-adjuntos, y en
[MPV14a] para programas X-MALP! que recogemos en la Seccién 6.4. Esto es, si
L es un reticulo multi-adjunto y P es un programa multi-adjunto, o bien L es un
reticulo completo y P es un programa X-MALP, nuestro modelo de Herbrand Z
coincide con el que corresponde a su marco.

En lo que sigue, consideramos que Bp es la base de Herbrand del programa
FASILL P, esto es, el conjunto de todos los 4tomos bésicos que se pueden formar

con simbolos de II y la relacion de similaridad R de P.

Definiciéon 6.8.1 (Interpretacion de Herbrand). Sea P = (II, R, L) un programa
FASILL. Una interpretacion de Herbrand es una aplicacion T : Bp — L, donde Bp
es la base de Herbrand de P.

Una interpretacion de Herbrand Z se puede extender de forma natural al conjunto

de formulas basicas del lenguaje haciendo uso de la siguiente definicion:
I(g(Fla ce 7Fn)) - §(I(F1), ce 7I(Fn))

donde ¢ es una conectiva arbitraria y ¢ su funcién de verdad. Notese que, por abuso
del lenguaje, usamos el mismo simbolo para la interpretacion de Herbrand y para
su extension.

Para interpretar una formula no basica (cerrada y universalmente cuantificada)

A, basta tomar
Z(A) =inf{Z(Af) : Af es una instancia basica de A}

Sea H el conjunto de interpretaciones de Herbrand cuyo orden esta inducido por el
orden en L.
I, <1y, — Il(F) < IQ(F)7VF S B’p

14Recuérdese que los programas X-MALP no dependen de pares adjuntos.
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Es trivial comprobar que (H, <) hereda la estructura de reticulo completo de (L, <).

Definicion 6.8.2 (Modelo de Herbrand). Sea P = (II, R, L) un programa FASILL.
Una interpretacion de Herbrand T satisface, o es un modelo de Herbrand'® de una

regla A < B € P si, y sdlo si, verifica:
i) Z(A) 2 I(B)

ii) st A" es un dtomo tal que R(A, A") = r, entonces Z(A'0) > r N Z(AH), para
todas las instancias bdsicas Af, A'0 de A y A’.

Mds ain, una interpretacion de Herbrand Z es un modelo de Herbrand de P si y
solo si I es un modelo de Herbrand de todas las reglas en P (esto es, todas las reglas

de P son satisfechas por T).

Obsérvese que, en este sentido, dados dos atomos A y A’ (donde A es la cabeza de
una regla de P) tales que R(A4, A’) = r es muy proximo al supremo de L, ambos seran
interpretados por cualquier modelo Z de P con valores muy proximos. En particular,
siR(A,A") = T, lainterpretacion de A y A’ debe ser la misma para cualquier modelo,
puesto que Z(A0) > T ANZ(A'0) =Z(A'0) y Z(A'0) > T ANZ(A0) = Z(AH), esto es,
Z(Af) = Z(A'9). Este es el resultado esperado cuando A y A’ son sintacticamente
iguales, pues, entonces, R(A,A’) = T.

Por otra parte, si R(A, A’) = L (esto es, si A y A’ no son similares), no se
requiere que los modelos de P den valores parecidos para A y A’ ya que Z(A46) >
LAZ(A0)=1LyZ(A9) > 1L AI(A) = L. La definicion de modelo, en este caso,
requiere tnicamente que Z(A) y Z(A’) sean mayores o iguales que L, cosa que cumple
cualquier valor. De nuevo, este es el resultado esperado, puesto que definimos A y
A’ como no similares en absoluto, de modo que sus respectivos grados de verdad no

guardan ninguna relacion.

Definiciéon 6.8.3 (Modelo minimo de Herbrand). Sea P = (II, R, L) un programa
FASILL. La interpretacion Ip = inf{Z; : Z; es modelo de Herbrand de P} se llama

modelo minimo difuso de Herbrand'® de P.

El siguiente resultado justifica que la interpretacion anterior Zp pueda ser entendida

realmente como el modelo minimo de Herbrand difuso.

15A veces abreviaremos diciendo “modelo difuso” o, simplemente, “modelo”.
16 A veces abreviamos escribiendo “modelo minimo difuso” o, simplemente, “modelo minimo”.
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Teorema 6.8.4. Sea P = (II, R, L) un programa FASILL. La interpretacion de
Herbrand Ip = inf{Z; : I; es modelo de Herbrand de P} es el menor modelo de
Herbrand de P.

Demostracion. Sea M el conjunto de modelos de Herbrand de P, esto es, M =
{Z; : Z; es un modelo de Herbrand de P}. M no es vacio, puesto que al menos
contiene la interpretacion de Herbrand Z = sup(#), definida en cada A € Bp por
Z(A) = sup(L), que es un modelo de Herbrand de P.

Entonces, si denotamos Zp = inf(M), Zp es una interpretacion de Herbrand.
Esto es asi porque, dado que (H,<) es un reticulo completo, existe el infimo del
subconjunto M C H, que es, ademéas, miembro de H. Demostramos a continuacion
que Zp es un modelo de Herbrand de P, esto es, que satisface todas las reglas de P.
Considérese una regla R = H + B € I1.Dado que Zp es el infimo de M, Zp < I,
para todo modelo Z; de P. Por tanto, Zp(A) < Z;(A) para cada atomo A. Por otra
parte, dado que Z; es un modelo de Herbrand de P, Z; satisface cada regla R, esto

es,
i) 7;(H) = 7;(B)
i1) si H' es una formula tal que R(H, H') = r, entonces Z,;(H'6) > r NZ;(H),
para toda instancia basica Hf, H'60 de H y H'.
Haciendo uso, de nuevo, de la definicién de infimo, tenemos que:

Ip(B) = int{Z;(B):Z; es modelo de Herbrand de P}
< inf{Z;(H) : Z; es modelo de Herbrand de P} =ZIp(H)

Considérese ahora una formula H' que verifica i1). Mediante la monotonia de A,

Ip(H'0) inf{Z;(H'6) : Z; es modelo de Herbrand de P}
inf{r NZ;(HO) : Z; es modelo de Herbrand de P}

r ANinf{Z;(HO) : Z; es modelo de Herbrand deP} =1 AZp(HO)

VIVl

Asi, las condiciones Zp(H) > Zp(B) y Zp(H'0) > v A Ip(HO) se cumplen, y Zp
satisface laregla Ry (puesto que, andlogamente, satisface todas las reglas de P) es un
modelo de Herbrand de P, como se esperaba. Por altimo, puesto que Zp = inf(M),
por medio de la definicién de infimo, Tp < Z;,Vj y, asi, Zp es el modelo minimo de

Herbrand de P, lo que concluye esta demostracion. O

En el siguiente ejemplo ilustramos el modo de calcular el modelo minimo de Herbrand

Zp de un programa FASILL y, en general, el modo de calcular modelos Z de P.



248 Capitulo 6. El Lenguaje FASILL

Ejemplo 6.8.5. Sea P = (II, R, L) un programa FASILL donde II y el reticulo
(L, <) se dan en el siguiente diagrama (el reticulo es dado por su diagrama de
Hasse) y la relacion R es la que establece que R(a,a’) = a y R(b, V') = 3.

Si asumimos que la funcion de verdad V¢ para la conectiva Vg se define co-
mo Ve(z,y) = sup{z,y}, el modelo minimo de Herbrand Ip se determina por
Zp(p(a)) =7, Zp(p(b)) = 6, Ir(p(a') = a, Ip(p(t') = B, Ir(q(a)) = v, Zr(q(a’))
= a, Ip(r(d)) = 9§, Ip(r(t')) = B, como se muestra en la siguiente tabla (donde
hemos omitido los dtomos que se interpretan como L ).

-
’ Ri: r(b) « o
A p={ Ra2: qla) + =~
\5 R3: p(x) < q(z)Ver(x)

l ‘p(a>‘p<a/>‘p(b>‘p<b'> g(a) | q(a) | r(b) | (¥
ool e e
1

De hecho, por la Definicion 6.8.2,

T es modelo de Herbrand de Ry sii

7 es modelo de Herbrand de Ro sit

T es modelo de Herbrand de Rs sii

Obsérvese que este proceso permite calcular el modelo minimo de Herbrand Tp vy

sugiere, ademds, el modo de obtener todos los modelos de Herbrand Z de P.
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Ip
vanguardista(hydropolis) 0.9
vanguardista(ritz) 0.6
elegante(hydropolis) 0.6
elegante(ritz) 0.8
cercano(hydropolis, taxi) 0.7
cercano(hydropolis, metro) 0.4
cercano(hydropolis, bus) 0.5
buen_hotel(hydropolis) 0.38
buen_hotel(ritz) 0.4

Siguiendo la metodologia explicada hasta este punto, se puede comprobar facilmente
que el modelo minimo de Herbrand del programa mostrado en las Secciones 6.6 y
6.8 es el que se da en la tabla adjunta (donde se asume que las interpretaciones de

los atomos omitidos es 0).

6.9. Conclusiones y Trabajo Futuro

El alto poder expresivo del lenguaje MALP (e, incluso, su propio nombre), recae
en la posibilidad de usar multiples pares adjuntos en el diseno de los programas.
Aunque, como hemos mostrado en el Capitulo 3, la propiedad adjunta juega un
papel muy importante al definir las propiedades de MALP, restringe (aunque sea
desde un punto de vista puramente tedrico) la clase de reticulos que se pueden asociar
a los programas y, por tanto, la variedad de nociones de verdad aceptadas en este
marco.

En este capitulo hemos recogido nuestro anterior trabajo en [MPV13]. Alli mos-
tramos una técnica de transformacion sintactica que, preservando la seméntica, pro-
duce programas MALP de sintaxis més sencilla y que no dependen de las restric-
ciones de los pares adjuntos, abriendo asi la puerta a futuros desarrollos orientados
a incrementar el rango de programas logicos difusos mas alla de MALP.

A partir de ahi, hemos construdo sobre MALP el marco de la “Programacion
logica multi-adjunta relajada” [MPV14a], X-MALP para abreviar, donde se elimina
totalmente la dependencia de pares adjuntos. Hemos descrito esta clase de programas
difusos basada en reticulos completos (no necesariamente multi-adjuntos) a través
de su sintaxis y seméntica operacional y declarativa. En este sentido, hemos pro-

visto caracterizaciones basadas en teoria de modelos y en punto fijo (y probado su
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equivalencia) de los modelos difusos de Herbrand para programas X-MALP.

A continuacién hemos introducido el lenguaje FASILL, que combina los adelan-
tos sintacticos y semanticos de X-MALP (esto es, la independencia de los reticulos
multi-adjuntos para modelar la nociéon de verdad) con la capacidad expresiva de
los lenguajes basados en similaridades. Puede verse FASILL, por tanto, como un
lenguaje integrador de los dos modelos principales de difuminaciéon de la programa-
cion logica clasica. FASILL (acrénimo de “Fuzzy Aggregators and Similarity Into a
Logic Language”) es un lenguaje de programacion logica difusa con anotacion im-
plicita/explicita de grados de verdad, una gran variedad de conectivas y unificaciéon
por similaridad. En los recientes articulos [JMPV14, IMPV15] se ha revelado su sin-
taxis, semantica operacional y detalles de implementacion'? de este lenguaje que, en
esencia, integra y extiende las caracteristicas tanto de MALP (Multi-Adjoint Logic
Programming, un lenguaje de programacion logica difusa que anota reglas explici-
tamente) y BOUSI~PROLOG (que emplea un algoritmo de unificacion débil). Por
tanto, trabaja con similaridades y grados de verdad en un marco que combina de
forma natural los beneficios de ambos lenguajes. Tras introducir las caracteristicas
sintacticas y operacionales de FASILL, hemos descrito su implementacion en el re-
novado sistema FLOPER, donde nos hemos centrado en la descripcion del mdodulo
de similaridad, y hemos detallado la representacion interna de una relacion de simila-
ridad y su construccion automatica mediante algoritmos de clausura. Hemos descrito
finalmente la herramienta FLOPER online que permite la ejecucion de programas
FASILL a través de la web. A continuacién, en la Seccion 6.8 introducimos la se-
maéntica declarativa por modelo minimo de FASILL, lo cual contemplamos como un
paso necesario en el desarrollo de este marco.

Para el futuro queremos, como ya hiciéramos en [MPV14c| (donde se avanzo
en el disenio de seménticas declarativas y/o propiedades de correccion de acuerdo
al desarrollo de lenguajes l6gicos basados en relaciones de similaridad/proximidad,
Bousi~PROLOG, o reticulos altamente expresivos para modelar grados de verdad,
MALP), establecer propiedades andlogas —pero reforzadas— para el lenguaje FA-
SILL. Otra tarea pendiente para el futuro inmediato consiste en establecer las co-
nexiones entre nuestra nueva version difusa del modelo minimo de Herbrand y la
semantica operacional de programas FASILL, con objeto de demostrar la correc-

cion del marco.

7La altima versién del sistema FLOPER, ya actualizada para trabajar con este lenguaje, se
puede descargar gratuitamente de http://dectau.uclm.es/floper/?q=sim o bien se puede probar

online a través de http://dectau.uclm.es/floper/?q=sim/test.



Capitulo 7
Conclusions and future work

In this chapter we summarize the work developed in this thesis. In the first place,
Section 7.1 enumerates the main contributions of this work and, in the second pla-
ce, in Section 7.2 we discuss some of the future work suggested by the performed
research.

Our main goals, that we have enumerated in Section 1.1, have been successfully
addressed throughout this work. As a brief summary, by our research on multi-
adjoint lattices we have found new classes of programs able to be modelled by
MALP; we have used this language to provide a fuzzy solution to real-life pro-
blems; we have researched the theoretical basis of fuzzy logic programming and its
connections with category theory; we have expanded our starting point language
to FASILL, that inherits the similarity-based equality from the Bousi~PRroLOG
language; and, finally, we have refined and completed a programming environment,
FLOPER, able to work with these developments.

7.1. Conclusions

We proceed in this section to detail the contributions achieved in this thesis. We
divide this section according the nature of the contributions, either theoretical or

practical.

‘Works related to MALP
The first contributions of this thesis focused on the MALP language. MALP is a

251



252 Capitulo 7. Conclusions and future work

very general fuzzy extension of the PROLOG language. Here, every atom is interpreted
not in the {true, false} classical bi-valued lattice, but in any complete lattice that
fulfils the property of having at least one adjoint pair (that is, a conjunction and an
implication that are related in a specific way). Furthermore, the set of connectives
in this language is not restricted to just the classical conjunction (represented in
PROLOG by a comma), and any monotonous connective is valid, as far as it is defined
over the elements of the previously mentioned multi-adjoint lattice. Each rule in a
MALP program is accompanied with a truth degree that states the confidence of
the programmer in the truth of the entire rule. From the syntactic point of view, this
truth degree is added after the label with, that, together with the use of different
connectives instead the comma, constitutes the only difference in appearance with
ProvroG.

The operational semantic of MALP is based in a state transition system and
computation does not end when some atom is interpreted as 0 (or the bottom ele-
ment) as in PROLOG, but it can continue and the interpretation of the entire formula
be different from 0, since the “failed” atom may be connected to the rest of the for-
mula by a disjunction or another aggregator. Consider goal ? — p V ¢ and program
q with 1. Although PROLOG would stop as soon as p fails, MALP interprets p as 0
and continues evaluating ¢ as 1. Finally, our language interprets the formula 0 V 1,

that is necessarily 1.

From the semantic point of view, note that the declarative semantics of MALP is
non-refutational and has been established through model theory as well as fix-point
operator. With respect to this declarative semantics, in [MPV12a] we provided the
notion of logical consequence and related it with that of fuzzy correct answer in the
MALP framework. Furthermore, in [MPV14c| we proposed a description of MALP
based on fuzzy sets (particularly, interpretations were seen as fuzzy subsets of the
Herbrand base of a program), which can be understood as a reinforcement of the

fuzzy quality of the language.

Recall that for this language the multi-adjointness of lattices is an essential
property, since it can only use multi-adjoint lattices to represent truth degrees.
Therefore, we provided a proof of the multi-adjointness of rich lattices, like the
String lattice [MMPV12b, MMPV12¢| (the set of all words for certain alphabet
with operation “append” as a conjunction) and the cartesian product of lattices
[MMPV12a, MMPV11b] (lattices whose elements are tuples containing elements of

other lattices), as we detail in Section 3.6. This is an important contribution for
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the MALP framework since it enriches the class of programs to be modelled in it,
as well as allows to report different information about the execution of a goal. As
a result of this research, it is possible to model lattices and truth degrees in such
a way that declarative traces can be introduced into the fuzzy computed answers
[MMPV1la, MMPV1lc|. These traces include the number of computational steps
to reach the f.c.a, or a list (in the form of a string) of the program rules used in each
computational step. This information is useful for debugging tasks (for instance,

unreachable code is easier to find) and also for cost measurements.

With respect to equality models, the richer notion of equality called similarity-
based strict equality has been researched [MPV12b]. Strict equality differs from pu-
rely syntactic equality (used in PROLOG and MALP) in the fact that terms have to
be evaluated in order to be compared. This is why it is used mainly in the functio-
nal paradigm with lazy evaluation. The introduction of similarity relations into the
strict equality model just implies that different constants can be said to be similar
(i.e., equal at a certain truth degree), while using a classical (“crisp”) equality model
they are absolutely different. It is possible to model the notion of similarity-based
strict equality using fuzzy rules and, so, fuzzy programs can benefit from this model
of equality as well as from the syntactic equality, as we do in [MPV12b]. Furthermo-
re, in [MPV14b, JMV15] we provide a method to automatically generate the fuzzy
rules necessary to model the similarity-based strict equality for a certain similarity
relation (expressed as a set of similarity equations). This work can be freely tes-
ted through the url http://dectau.uclm.es/sse/. This point is closely related to
an ulterior work where similarity equations expressing a similarity relation are also

used, that we discuss further.
Applications of fuzzy logic programming

One of the goals of this thesis is to apply fuzzy logic programming to real-life pro-
blems both in the theoretical and the practical areas.

In the first place, it is noteworthy that MALP, through FLOPER, had already
been successfully used to develop FuzzyXPATH [ATM12, ATM14], a fuzzy version
of the XPATH language for the flexible retrieval of information of XML documents.
FuzzyXPATH is based on an extended syntax of that of XPATH, with the additions
of fuzzy connectives (such as the conjunctions of Gédel, Product and Lukasiewicz,
in the name of and+, and and and-, respectively) and directives DEEP and DOWN to
graduate the suitability of answers according to its positions in the XML file. Then,

as a first practical application, we used the execution trees produced by FLOPER
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in an XML file to test the tool FuzzyXPATH. These trees are adequate for this task
because they include deeply nested tags and tags with a large amount of children,
that makes them a good benchmark to test the tool. As a result, FuzzyXPATH has
become a promising tool for debugging MALP (and FASILL) derivation trees, as
in [ALMV13, ALMV14], referred in Section 4.1. In particular, FuzzyXPATH can be
used to obtain from a derivation tree of a MALP (of FASILL) program and a goal
these information:

= Unreachable code, in the form of unused program rules.
= Fuzzy computed answers.
= Potentially infinite branches.

In a totally different research field, we have also found applications in the SMT
(Satisfiability Modulo Theory) area. SMT is the fuzzy version of the well known
SAT (propositional satisfiability problem), that consists on determining whether a
propositional formula holds or not. SMT focuses on fuzzy propositional formulae.
In Section 5.2, that refers the works in [BMVV13, BMVV15], we successfully used
our FLOPER environment as an SMT tool. To do so, we provided a method to
build propositional fuzzy formulae in terms of a MALP program. Concretely, such
a program includes a fact for every element of the lattice modelling truth degrees,
and the propositional fuzzy formula to be proven is represented in the goal of the

program. For instance, formula
((=In)&Out)|(In&(—Out))

is translated as (@not (i (In)) & i(Out)) | (i(In) & @Gnot(i(Out))). The bene-
fits of using MALP as an SMT solver includes the possibility of using the wide range
of connectives and definitions for truth degrees that this language allows. In parti-
cular, we tested our method with a fuzzy formula interpreted in a partially ordered
lattice of five elements with connectives defined ad-hoc. As a drawback, FLOPER
is less efficient in this task than those tools designed specifically for this purpose.
And although our system excels in SMT problems with finite lattices, it is flawed
when there are infinite truth degrees as in the [0, 1] case.

We have merged the two previous works in [ABL*15], where FUzzZYXPATH serves
as an automatic browser for solutions in the execution tree corresponding to an SMT
formula.
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To end the application subsection, we found that fuzzy logic programming can
have a major role in fields as far as cloud computing. In a cloud infrastructure,
the admission control accepts works until the amount of resources requested reaches
the total number of resources of the infrastructure. If the system does not accept
any other work, it is bound to have unused resources since it is well known that
a work does not use all its requested resources constantly. To enhance resource
utilization, it is common to use overbooking of resources, that is, to accept more
VMs than the limit. The evident risk of this policy is evident: the higher the number
of works accepted over the limit, the more probable some of them cannot access
their requested resources because they are in use by some other work, and more
SLA (Service Level Agreement) are violated. In [VIMT13] we use a fuzzy module
(a MALP program) for evaluating the risk of accepting incoming works in a cloud
data center. The fuzzy module uses a prediction of the behaviour of the work (with
respect to resource utilization) and the current state of resource utilization in the
system. It takes into account the different risks associated to all three resources
(CPU, memory and network), since a clash on CPU is considered less harmful than

a clash on memory (in terms of performance degradation).

Our module, described in Section 5.3, provides three measures of risk, optimistic,
realistic and pessimistic, with the optimistic estimation returning lesser risk values
than the realistic one, and that, in turn, lesser values than the pessimistic one. The
numerous tests of this approach reveal that the cloud infrastructure, equipped with
our fuzzy risk estimator, highly increases resource utilization (even as high as a 2.38

times) with very little resource exhaustion (only 0.84 % of the time).

We have developed further developments to the fuzzy module for overbooking risk
in cloud infrastructure above mentioned. This new development focuses on a problem
that arises once the work has been accepted into the network, that is known as the
allocation problem. The question of the allocation consists on determining which
core or group of cores, into the cloud infrastructure, are better suited for holding the
recently accepted work. To answer this question the system has to consider issues
like the actual topology of the network (keeping track of the costs in terms of time
of communication between each pair of cores) and special requisites of certain works
(that require that certain cores are dedicated full-time for certain works). Also, the
fuzzy system has to allocate a work in a core (or group) that can attend its demand

of resources. We have addressed this problem in Section 5.4, that reports the work
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in [VMTT15].
Ulterior theoretical researches

In my stay in Umea I had the opportunity to work with Prof. Patrik Eklund in an
interesting approach to fuzzy logic programming from the point of view of Category
Theory. We have provided a preliminary description of fuzzy logic programming via
category theory. In particular, we have addressed the definition of fuzzy data and
fuzzy sort, and made an online tool to test this experimental definitions that can
be accessed in the url http://dectau.uclm.es/FLUS/. In [EGH"13a, EGH13b|,
we translate the notions of fuzzy logic programming to a categorical notation and
provide important results such as the declarative semantics based on the fixpoint

operator. The earlier experience of [GMV10] was very useful for this development.

On the other hand, in Chapter 6, we addressed the goal of integrating fuzzy
paradigms in the second part of this thesis. To do so, and with the intention of
providing a more general language than MALP, we proceeded by finding a subset
of MALP for which the adjoint property (of the lattice) could be omitted [MPV13].
In this subset the weights of the rules are always the top element of the lattice (e.g.,
1 for the [0, 1] interval). Thanks to this, the adjoint property becomes unnecessary
during the operational phase, since there is no weight of the rule to be connected with
the body in the substitution of the selected atom, as we wanted. Then, we provided
an algorithm to transform each MALP program to a program in the aforementioned
subset. This is performed by including the weight of the rule into its body, using
the conjunction adjoint to the implication of the rule to connect the weight with
the formula of the body. This means that the above mentioned subset of programs
includes all the semantics of the language in itself. Furthermore, we designed a new
language, X-MALP, with the same form of that subset of MALP, such that every
MALP program has an equivalent X-MALP program (a program with the same
f.c.a for the same goal). The advantage of the new language is that its notion of
truth degree is not constraint to a multi-adjoint lattice, but to the wider concept of
complete lattice. Hence, the new language is an enhancement of MALP. Note that
the operational and declarative semantics of X-MALP are inherited from MALP

through the above mentioned subset of programs.

As a final step, we introduced the notion of similarity. The Bousi~PROLOG
language (which is, in turn, another product of our research group) was used as
a model of these class of languages. In particular, we used its notion of similarity

relation, closure and, most importantly, weak most general unifier, in our research.
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In this respect, we modified the notion of similarity equation, thus diverging from
Bousi~PROLOG. For this language, the similarity equation p ~ g = 1 relates all
symbols p and ¢ independently of their arity. This makes impossible to discriminate
between predicates with the same name but different arity. In our approach, we take
this into account by annotating implicitly the arity of the related symbols, so the
previous equation can be divided in p/1 ~ ¢/1 =1, p/2 ~ q/2 = 0.5. When arities
are not indicated, they are supposed to be 0 (that is, the symbols are constants).
We call FASILL [MPV14a] the language resulting from merging similarity in
the way of BOUSI~PROLOG (with the indicated modification) and X-MALP. It ge-
neralizes both languages based on weighted rules —with an extremely wide range of

connectives and truth degrees—, and languages based on similarity relations.

The fuzzy logic programming environment FLOPER

All the previously mentioned developments have been tested through the FLOPER
programming environment. This tool was created as a project of end of studies in
2005 in our research group. At that time, the tool were able to translate MALP code
into PROLOG code —only with the [0, 1] lattice—, thus producing as an output a PRO-
LOG program that could be executed by every PROLOG interpreter. In subsequent
projects and works, the tool was equipped with newer options and capabilities. By
2010, the tool included a graphical interface and it could not only translate code, but
also evaluate fuzzy goals and display execution trees. In that year, we generalised
the lattice to any multi-adjoint lattice [MMPV10a, MMPV10c|] and implemented
the interpretative phase [MMPV10b]. Under the work in this thesis, FLOPER has

undergo the following modifications:

= The tool is now able to manage the new X-MALP and FASILL languages
the same way it does with MALP [IMPV15, JMPV14].

= Also, an on-line instance of the environment has been provided under the
name “FLOPER online” through the link http://dectau.uclm.es/floper/

7q=sim/test.

= The visual interface includes, in the project tree, a “sim” folder to hold the

similarity files of the program.

With respect to the tool, see [MV14] for a detailed description of its current state

of development.
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7.2. Future work

In this section we detail the current research being developed in our group and also

its possible derivation in the near future.

Theoretical research lines

With respect to the newly designed language FASILL, although it is already well
established, we have still mayor points to address. We focus on proving soundness
(that is, the property for which every fuzzy computed answer is also a fuzzy correct
answer) and completeness. This last property can be seen as symmetric to the sound-
ness, and consists on the fact that for all fuzzy correct answer for a program and a
goal, there is a fuzzy computed answer —reached through the operational semantics—
more general than that. In the case that completion was non provable or, even worst,
false for this framework, we would prove the quasicompletion property of FASILL,
that consists on the existence of a succession of fuzzy computed answers whose limit,
although non reachable in a finite amount of time— would be a fuzzy correct answer.

Similarly to MALP, it is interesting to apply the richer notions of FASILL to
solve practical problems. In particular, similarity can play a significant role in the
above mentioned cloud module to evaluate risks, for instance, taking into account
the similarities between different works and using this information to short-cut ac-
ceptance decision.

Furthermore, as previously developed for MALP in our group, the application
of transformation techniques for FASILL, such as folding /unfolding, would enhance
its suitability for solving the complex problems of real life. Other techniques, such
as tabulation, has also to be taken into account.

In order to develop folding/unfolding techniques to FASILL-and, possibly, X-
MALP-, it is mandatory to provide it with the notion of (fuzzy) reductant. Re-
ductants are a theoretical device necessary to formulate the completion of our fuzzy
programs when the lattice associated to them may not be totally ordered. In this
case, the operational semantics is not able to compute the supreme of two answers
(although it is indeed a correct answer following the definitions given by the declara-
tive semantics). A reductant for a certain atom in a program is a rule that combines
all the bodies of the program such that they appear in rules whose heads unify with
the previously mentioned atom. This way, the reductant for an atom accumulates
all the contributions to the truth degree of that atom (in particular, the supremum

of these contributions). So, in order to prove the completion of a fuzzy program, we
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consider the set of reductants of that program, and not the program itself.

Furthermore, the introduction of the negation and, more broadly, non-monotone
aggregators, in the language would bring an immediate benefit to its modelling
power, since it would be able to represent negative information as well as positive
one.

A very promising research line is to equip FASILL with notions from the field of
fuzzy control, that is, to provide a more natural way to introduce fuzzy sets, linguistic
modifiers and linguistic variables into the language. This would allow the production
of fuzzy programs in an easier and more efficient way.

To end the purely theoretical future work, there is a possible research line in the
field of Artificial Intelligence in the form of induction of FASILL programs, that

would produce a FASILL program from a set of positive and negative examples.

Practical developments

We are nowadays working on an extension of the previously detailed cloud develop-
ments. In particular, we want the fuzzy allocation module to take into account some
level of feedback with respect to the result of its decision, whether has it been good
or bad. This feedback value can then be used to fine-tune future decisions of the
module and, then, enhance in a natural and transparent way the behaviour of the
system.

In addition to this, the other two applications of fuzzy logic programming devised
in Sections 5.1 and 5.2 can be merged together in a new application where the
execution trees from an SMT program can be inspected through FuzzyXPATH. By
doing so, it will be possible to detect automatically the interpretations of a fuzzy
formula that satisfies it at certain truth degrees.

Also, as we foresee in the Section 5.1, we plan to integrate an option based on
FuzzyXPATH into FLOPER to ease debugging tasks.
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